ENGRENAGES  ET  ROULEMENTS
De quand date l'invention des engrenages ? Je ne pense pas que l'on ait gardé trace de son inventeur puisque l'on sait que des engrenages étaient utilisés dans la Grèce antique, sans doute à partir du IIIème siècle avant notre ère. Seulement des perfectionnements dans le choix des matériaux, dans la taille et la forme des dents, font qu'à partir de la fin du Moyen-Âge et tout au long de la Renaissance l'engrenage devint assez fiable et une des sources du progrès technique du XIXème siècle, même si, bien évidemment, il ne résolu jamais le problème du mouvement perpétuel que certains ont cherché à l'instar des alchimistes, la pierre philosophale.
Nous nous proposons dans cet article, sans vouloir être exhaustif, de faire le tour des principales questions que posent les problèmes de roulements et d'engrenages.

Roulements sans glissement ?

Transmettre le mouvement d'un endroit à un autre semble être une des raisons des différents types de roulements. On peut, par exemple, mettre deux roues en contact et la rotation de l'une d'entre elles entraîne l'autre à condition que les deux roues ne glissent pas l'une sur l'autre. On peut aussi transmettre ce mouvement au moyen d'une bande, mais celle-ci risque de patiner sur les roues. Il existe plusieurs façons d'éviter ces glissements intempestifs qui font perdre de l'énergie par frottement. On imagine que l'on a eu assez vite l'idée de placer des crans sur ladite roue, crans qui viennent s'emboîter dans des crans ad hoc de la roue ou de la bande. L'engrenage et la chaîne étaient nés.

Un autre avantage de ce type de transmission est de permettre le choix de la vitesse de rotation. Car initialement pour que l'ensemble se meuve, il faut bien une énergie que ce soit celle fournit par un courant d'eau ou celle du vent ou encore celle fournit par un ou plusieurs animaux ou enfin, tout simplement, la main de l'homme actionnant une manivelle, chacune de ces méthodes ne donne qu'une certaine vitesse de rotation qui n'est peut-être pas celle dont on a finalement besoin. Sans doute a-t-on pu croire qu'il suffisait de démultiplier suffisamment le nombre de rouages pour obtenir ce que l'on désirait. On a dû vite déchanter. Le contact des dents implique nécessairement un frottement. Plus il y avait de roues, plus il y avait de frottements et au-delà d'un certain nombre de roues il y avait une perte de rendement qui finissait par interdire tout mouvement. Par ailleurs, même en ne considérant que deux roues dentées engrenant l'une sur l'autre, les premiers matériaux utilisés s'usaient très vite ce qui finissait par abîmer complètement les dents qui n'engrenaient plus les unes sur les autres, certaines roues finissant ainsi par tourner à vide…

Il n'y a pas que le mouvement circulaire. Tout un chacun sait bien qu'un des avantages de la roue est de transformer un mouvement de rotation en un mouvement rectiligne : Le moyeu de la roue reste parallèle à la route et si la route est assimilable à une droite, l'axe de la roue suit une droite parallèle. Mais on sait bien que ce n'est pas le cas des autres points. Peut-on ainsi transformer un mouvement de rotation en un mouvement quelconque et/ou trouver des formes de roues qui permettent d'obtenir un mouvement suivant une courbe arbitraire ? Des solutions ont été mises au point à l'aide de cames qui permettent en outre de modifier la loi du mouvement, par exemple de transformer un mouvement uniforme (c'est-à-dire à vitesse constante) en un mouvement alternativement accéléré et décéléré. 

Un point d'histoire
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Il semblerait que le roulement sans glissement soit le mouvement le plus simple à comprendre comme le prouve le problème de la roue d'Aristote, problème que l'on fait remonter à ce célèbre philosophe du IVème siècle avant notre ère. On le retrouve dans de très nombreux ouvrages de divertissement mathématique ce qui prouve qu'il continue toujours à poser problème au néophyte.

Considérons deux cercles concentriques solidaires, comme une roue et son moyeu. Faisons rouler le grand cercle C sur une droite D d'une longueur égal à sa circonférence L. Alors le petit cercle C' roule sur une droite D' de la même longueur L bien supérieure à sa circonférence. Pourquoi ? 

Il est intéressant de remarquer que Galilée, pour résoudre ce problème, a recours à une infinité de vides infiniment petits et que les points de la circonférence du petit cercle sautent ces vides et qu'ainsi, contrairement aux apparences, les points de  C' décrivent bien une longueur L' inférieure à L et égale à la circonférence de C'. Les objections au raisonnement de Galilée n'ont pas manquées, une d'entre elles étant que la grandeur des vides devait dépendre de la taille du cercle : il y avait là une vision animiste de la mécanique qui ne pouvait satisfaire même ses contemporains.

C'est Dortous de Mairan qui, en 1715, proposera à l'Académie des Sciences la solution par roulement et glissement, solution qui sera validée par Louville et Saumon.
Courbes roulantes l'une sur l'autre chacune autour d'un point fixe
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C'est le cas classique de deux engrenages circulaires, rouages que l'on trouve en horlogerie mais aussi dans bien d'autres situations. Mais est-il possible que les engrenages ne soient pas circulaires ? Le problème a dû tarauder les ingénieurs du XIXème siècle qui ne connaissaient guère que ce genre de mécanisme pour transmettre le mouvement. On trouve en effet au musée des Arts et Métiers l'objet représenté ci-contre et intitulé "Courbes roulantes de Clair".  

Essayons de théoriser le problème. Nous avons deux courbes fermées C1 et C2 tournant autour de deux points fixes respectivement O1 et O2  et restant en contact en un point M. Pour des raisons mécaniques, O1, M et O2 sont alignés dans cet ordre dans le cas de deux courbes extérieures l'une à l'autre, seul cas que nous étudierons. Posons alors 1 = O1M et 2 = O2M avec 1 + 2 = r constant.

Pour des raisons mécaniques les courbes  C1  et  C2  doivent avoir des longueurs qui sont dans un rapport rationnel (le rapport du nombre de dents qui apparaissent sur chaque courbe) et même un rapport entier ou inverse d'entier si les deux courbes ne présentent pas assez de symétries. Les deux courbes sont évidemment fermées, sans point double. D'autres conditions interviennent qui résultent de contingences mécaniques (les engrenages ont une certaine épaisseur ce qui implique que la courbure des deux courbes ne peut pas être trop forte). Bien évidemment le mathématicien peut s'affranchir de ces contingences matérielles et étudier des spirales infinies s'engrenant l'une l'autre. Nous verrons ce qu'il en est.

Au cours du mouvement, si la courbe  C1  tourne d'un angle d1 et la courbe  C2  d'un angle d2  alors on doit avoir la même longueur élémentaire sur les deux courbes soit : 

(d1)² + (1 d1)² = (d2)² + (2 d2)²

Comme  1 + 2 = r  alors

                 d1 = ( d2
Et par suite



        (1 d1)² = (2 d2)²

Soit




            1 d1 = (1 ( r) d2 

Car  1  et  2  tournent en sens inverse.

Un cas simple : celui de l'ellipse

Considérons le cas d'une ellipse tournant autour d'un foyer : 
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 . Nous obtenons alors 
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 ce qui conduit à, en prenant la même origine pour les deux angles  1  et  2  : 
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Si on veut que les deux courbes aient la même longueur, il faut que  2  soit égal à  (  quand  1 =   ce qui implique que 
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=2 . Cela conduit à r = 2a puisque pour une ellipse on a 
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  et  b2 + c2 = a2 . Il vient alors : 
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 . Cela permet de calculer  2 = r ( 1  en fonction de  2  et d'avoir ainsi une représentation polaire de la roulante, soit 
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 . En utilisant 
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, et en remplaçant 
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 par son expression en fonction de 
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 il vient 
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 et après simplification 
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Nous voyons donc que la roulante est dans ce cas la même ellipse décalée de   . Ce résultat n'est pas pour nous surprendre puisque l'on sait que l'ellipse est l'ensemble des points dont la somme des distances à deux points fixes est constante. La figure ci-après explique le pourquoi. 


Pour des raisons de symétrie, au cours du mouvement les points
  M1  et  M2  viennent en contact, et l'on a toujours  1 + 2 = 2a .

Toujours l'ellipse, mais un peu plus compliqué

Compliquons légèrement le problème et étudions le cas où la deuxième courbe a une longueur double de l'ellipse. Il faut alors que  2  soit égal à 
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 quand  1 = (  ce qui implique que  
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=1 . Ceci conduit à une équation du second degré en  r  dont seule la racine positive nous intéresse puisque les deux courbes sont extérieures : 
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 , puis en tenant compte des relations entre  a, b, c, p, e  dans le cas de l'ellipse, il vient, tout calcul fait à l'aide de Maple :
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Les courbes obtenues ont différentes formes selon l'excentricité. En voici quelques exemples :
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	e = 1/2
	e = 7/10
	e = 8/10
	e = 9/10


On imagine facilement l'allure des courbes dans le cas où l'on s'autorise une longueur triple ou quadruple, etc.

Le cas d'une conchoïde de cercle

On sait que la conchoïde de cercle d'équation polaire   = a cos( ) + b  ne présente pas de point double pour  b > a ; elle n'est pas convexe pour  2a > b > a . Étudions le cas particulier correspondant à la figure donnée en début d'article qui semble correspondre au cas où la courbe présente un méplat, soit  b = 2a . Cherchons une roulante de même longueur.

Nous obtenons 
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Qui conduit à 
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Et pour que les deux courbes aient la même longueur, il faut que  2 = (  quand  1 =   ce qui implique que 
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 soit 
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  car  r > a. En reportant il vient : 
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 ce qui donne une représentation paramétrique polaire de la roulante. On obtient facilement la représentation paramétrique habituelle en  (x , y)  avec  1  comme paramètre. Mais Maple permet le tracé direct. Voici l'allure de la conchoïde et de sa roulante :
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Généralisation

Les exemples précédents nous ont montré qu'à partir de l'équation polaire de la première courbe, 
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 et moyennant les conditions 
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 alors 
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 où  g  est telle que  
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  en ajustant la constante d'intégration de façon à préciser le nombre de tour que doit faire une courbe quand l'autre en fait un. Le calcul de  g(1  n'étant pas a priori simple, il vaut mieux écrire les équations sous forme polaire paramétrique, c'est-à-dire sous la forme 
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 avec la même définition pour la fonction  g .
Voici, à titre d'exemple, quelques résultats donnés sous forme imagée. Le lecteur pourra retrouvé une version animée sur le site

La roue et la route

Le problème de la roue et de la route est un problème apparenté. Imaginons une route au profil plus ou moins chaotique. Nous cherchons la forme d'une roue telle que quand elle roule sans glisser sur la route, un de ses points (le moyeu) se meut en ligne droite, disons horizontalement. Nous pourrions avoir le problème inverse, la roue étant donnée, quelle doit être le profil de la route ? Remarquons qu'il revient au même de considérer une roue dont un des points est fixé et qui roule sans glisser sur une route qui se déplace par translation.

Nous allons démontrer qu'un passage par l'infini dans le cas de deux courbes roulantes permet de trouver les liens qui existent entre une roue et une route. 

Remarquons d'abord que plus le nombre de tour  n  que doit faire  C1  pour que  C2  fasse un tour est grand, plus la distance  r  est grande. Nous voyons alors que 
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 et par suite 
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  où  F  est une primitive de  f . On peut alors écrire 
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. En faisant tendre  r  vers l'infini, nous voyons que  2  tend vers  0  et par suite 
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 . Plaçons alors l'origine  O  du repère en  O1  et  O2  en  (0 , ( r ) . Il est alors clair que la courbe  C2  admet la représentation paramétrique suivante 
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 .
En conclusion si la roue admet l'équation polaire 
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 alors la route admet la représentation paramétrique 
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 où  F  est la primitive de  f  choisie par exemple de façon que pour  = 0 , x = 0 .

Réciproquement si on se donne la route sous la forme 
[image: image42.wmf]()

()

xxt

yyt

=

ì

í

=

î

 alors la roue est donnée sous forme paramétrique par 
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 . En effet, la valeur de    est évidente, quant à celle de    elle résulte du fait que 
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 . Là encore, il faut ajuster correctement la constante d'intégration. 
Le lecteur vérifiera de lui-même qu'une bonne roue circulaire donne une route rectiligne et réciproquement. Étudions quelques cas un peu plus curieux.
Le vélo à roues carrées

Considérons une roue carrée dont le moyeu est le centre du carré. Travaillons avec l'un des côtés dont l'équation polaire est 
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 . Alors la route aura pour profil 
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. Il est assez facile d'éliminer   entre les deux équations puisque de la première équation on tire 
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 et de la deuxième 
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 ce qui conduit à 
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 ce qui prouve que la route est une chaînette. Comme les roues sont carrées, la route est en fait une succession de chaînettes qui se raccordent à angle droit, points où viendront se placer les sommets du carré.

Il est clair que le raisonnement qui vient d'être fait pour des roues carrées s'applique pour des roues ayant la forme d'un polygone arbitraire tournant autour d'un point de son plan. Bien évidemment, d'un point de vue mécanique il est plus facile de réaliser un tel système si le polygone est convexe et tourne autour d'un point intérieur, mais on imaginera facilement des astuces dans les autres cas. 
Rester horizontal malgré la pente

Supposons que la route soit rectiligne mais en pente. Son équation paramétrique est, par exemple 
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. Par suite l'équation paramétrique polaire de la roue sera 
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 ce qui se réduit 
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 qui est une spirale logarithmique. Il faut toutefois remarquer que comme  t  est nécessairement positif une telle roue ne permet que de parcourir une demi droite (une demi route ?).
La tôle ondulée

Imaginons une route sinusoïdale. Nous pouvons prendre comme représentation paramétrique 
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 avec un choix convenable de  a > 1 qui permet de savoir à quelle "hauteur" au dessus de la route nous évoluons. Nous obtenons alors pour la roue 
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. Il est facile de transformer ceci en l'équation polaire 
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. Selon les valeurs de a la roue a une forme plus ou moins agréable. Un cas particulièrement intéressant est celui où 
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 . On vérifie que l'équation se réduit à 
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 ce qui prouve que la route est une ellipse d'excentricité 
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 dont le moyeu est un foyer.
Les différentiels.

Le différentiel, du point de vue mathématique, permet d'effectuer des additions et des soustractions. Voyons pourquoi. 

Considérons un cas très simple d'un rouage compris entre deux crémaillères :


1) Supposons dans un premier temps que l'axe de la roue soit fixe. Alors si  v  est la vitesse d'une des crémaillère et  –v  celle de l'autre, la roue tourne à une vitesse angulaire de 
[image: image59.wmf]v
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2) Fixons une des crémaillères, celle inférieure, et faisons se déplacer avec une vitesse  2v  l'autre. Tout revient à choisir la première crémaillère comme repère fixe, ce qui prouve que l'axe de la roue se déplace avec une vitesse  v  et que la roue tourne sur elle-même avec une vitesse angulaire de  
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	3) Considérons ensuite le cas où la crémaillère inférieure se déplace avec une vitesse  u  et la crémaillère supérieure avec une vitesse  v . En choisissant comme repère la crémaillère inférieure, nous nous ramenons au cas précédent avec pour vitesse de la crémaillère supérieure  v – u . Ceci prouve que la roue tourne sur elle-même avec une vitesse angulaire 
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 tandis que son axe avance avec une vitesse  
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Remplaçons alors les crémaillères par deux roues dentées de mêmes dimensions. Il y a différentes façon de réaliser un tel montage. En voici une. La roue initiale s'appelle le satellite et elle est fixée sur une couronne. La translation de cette roue initiale se traduit maintenant par une rotation de la couronne. Les deux crémaillères sont devenues les planétaires. 
[image: image64.png]



Choisissons un sens de rotation et notons 1 la vitesse angulaire de rotation du premier planétaire, 2 celle du deuxième planétaire, S  celle du satellite et C  celle de la couronne. Les réflexions précédentes montrent que l'on a : 
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 et 
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On peut considérer des différentiels plus complexes et s'interroger sur le mouvement des pièces selon que l'on fixe l'un ou l'autre des rouages. Le plus usuel est ce qu'on appelle le train épicycloïdal. Sur la figure les éléments sont numérotés à partir de l'axe. 

Dans les animations on note  n  la vitesse de rotation en tour/minute (et   en rad/s). 

1) Animation 3 : Nous voyons alors que si nous bloquons le porte satellite, tout se passe comme si nous avions un train d'engrenages simples et il vient 
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2) Animation 1 puis 2 : Si au contraire nous bloquons le planétaire  i (i = 1 ou 3) il vient :
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Dans ce qui précède, la rotation des satellites ne nous importe pas. Nous voyons donc que nous sommes ainsi capables de faire des additions.

Engrenage et développante de cercle.

Développante de cercle
Voici une courbe très facile à tracer. Prendre une bobine de fil ; fixer à l'extrémité du fil un crayon bien taillé ; maintenir la bobine verticalement sur la feuille de papier et dérouler le fil en gardant le crayon vertical. Il apparaît une courbe en spirale. A chaque tour la courbe s'éloigne d'une longueur égale à la circonférence de la bobine. Cette courbe a un nom : c'est une développante de cercle.

Si au lieu de dérouler régulièrement le fil, on bloque son déroulement alors que le crayon continue à tourner, il est clair que l'on trace à partir de là un cercle que l'on voit se raccorder parfaitement à la développante. Cela nous permet de deviner comment construire la tangente à la développante en un point quelconque : c'est la tangente au cercle précédent, donc la perpendiculaire au rayon de ce cercle, c'est-à-dire tout simplement la perpendiculaire au fil. 

Si l'on observe encore plus attentivement la manipulation, on s'aperçoit que lors de son déroulement, le fil reste tangent à la bobine. (Figure 1).

Nous venons donc de voir des propriétés élémentaires de la développante de cercle sans faire aucun calcul. Ceci prouve que l'on peut étudier cette courbe avec des collégiens. Bien sûr, au lycée, avec des notions élémentaires de trigonométrie, il est facile de trouver les coordonnées d'un point courant en fonction de l'angle de déroulement du fil. Alors on voit que pour obtenir la courbe complète il faut adjoindre au tracé précédent son symétrique par rapport à une droite bien choisie (celle passant par le centre de la bobine et le point de départ de la courbe). Nul besoin pour cela de connaître le principe d'étude d'une courbe donnée paramétriquement. A un niveau encore plus élevé, après le bac, il sera possible d'étudier la courbe avec toute la rigueur souhaitable du point de vue mathématique. 

Je veux ici rester au niveau du collège. Je laisse le soin au lecteur de revenir, si bon lui semble, aux équations qui justifient tous les résultats.

Complétons alors cette courbe tracée avec une bobine de fil et un crayon par la courbe symétrique comme nous l'avons précisé plus haut. Ces deux parties se recoupent sur l'axe de symétrie. Arrêtons-nous au premier point de recoupement de façon à obtenir un morceau qui ressemble à un cœur. A l'intérieur de ce cœur, traçons le cercle correspondant à la bobine ainsi qu'une droite tangente à ce cercle qui coupe les deux parties de la courbe. Attention, il s'agit de prendre le cercle correspondant à une spire de fil et non pas celui correspondant au bord de la bobine qui a en général un diamètre plus grand. Nous appellerons ce cercle, cercle de base.

Notons T le point de contact, MN la corde, AB l'axe de symétrie, O le centre du cercle de base de rayon R. Il est clair que l'arc de cercle AT du côté de M a même longueur que le segment TM puisque c'est la longueur de fil déroulé. De même l'arc AT du côté de N a même longueur que le segment TN et par suite le segment MN a même longueur que le périmètre du cercle, soit 2R . (Figure 2).
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Figure 2





Figure 2a
Il faut enfin remarquer (Figure 2a) que la tangente en T coupe les deux parties de la courbe si et seulement si le point T se trouve assez loin de A. Il est facile de mesurer avec un rapporteur cette position limite et on trouve environ 103°, ce qui prouve que T peut se situer sur un arc de cercle de 360 – 2×103 = 154°, soit un peu plus d'un tiers de tour.

Nous allons utiliser la propriété d'avoir, dans certaines conditions, une corde de longueur constante pour mettre en contact deux développantes de cercle de même dimension. Nous notons comme précédemment la première développante et avec des lettres primées la seconde. Soit P le point de contact des deux développantes. Ce point P correspond à N sur la première développante et à M' sur la deuxième. Il est donc clair que TP + PT ' = TN + T’M' = 2R .

Comme les tangentes en M, M', N et N' sont parallèles, la droite TT '  est tangente commune aux deux cercles de base. 

Or au cours de la manipulation, et en tenant compte des symétries de la développante de cercle, il y a deux façons de placer en contact ces deux développantes. Dans l'un des cas la tangente commune  TT '  est tangente intérieure aux deux cercles de base, dans l'autre cas, c'est une tangente extérieure. Chacun de ces cas a une application en mécanique, application que nous allons décrire ci-après.

Un engrenage hélicoïdal.

Considérons d'abord le cas de la tangente intérieure. Pour simplifier le vocabulaire, appelons dent le morceau de développante de cercle en forme de cœur. Nous avons la situation de la figure 3. Si, en partant de la situation représentée, nous faisons tourner la dent de gauche dans le sens positif (sens contraire des aiguilles d'une montre) autour du centre O de son cercle de base, nous voyons que la longueur TP va se mettre à croître obligeant ainsi le segment T’P à décroître donc la dent de droite à tourner dans le sens négatif (c'est-à-dire le sens des aiguilles d'une montre) autour du centre O' de son cercle de base. Mais il est clair que quand le point P arrive au sommet pointu de la dent, le contact se rompt et qu'il n'y a plus entraînement de la dent de droite par sa voisine de gauche.
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Figure 3
Ce résultat, tout à fait attendu d'après ce que nous avons vu pour que les cordes MN ou M'N' restent de longueur constante, montre que si la dent de gauche est motrice alors elle ne peut entraîner la dent de droite que sur un peu plus d'un tiers de tour. L'idée est alors de fabriquer une roue à trois dents superposées, chacune étant décalée d'un tiers de tour par rapport à la précédente. Ainsi, quand une dent a fini d'engrener c'est une autre qui aura pris le relais. C'est ce qu'illustre la figure 4.
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Figure 4
Sur cette figure, il est clair qu'au cours du mouvement le point de contact se déplace sur la tangente intérieure commune aux deux cercles de base. Mécaniquement cela correspond à la situation de deux poulies entraînées par une courroie croisée. Cette courroie longe les tangentes intérieures aux deux poulies et les entraîne en sens inverse.

Les engrenages paradoxaux

Considérons ensuite le cas de la tangente extérieure. Nous avons la situation de la figure 5.
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Figure 5
Si, en partant de la situation représentée, nous faisons tourner la dent de gauche dans le sens positif (sens contraire des aiguilles d'une montre) autour du centre O de son cercle de base, nous voyons que la longueur du segment TP va se mettre à croître obligeant ainsi le segment T’P à décroître donc la dent de droite à tourner également dans le sens positif autour du centre O' de son cercle de base. Mais il est clair que quand le point P arrive au sommet pointu de la dent, le contact se rompt et qu'il n'y a plus entraînement de la dent de droite par sa voisine de gauche. Nous obtenons ainsi l'amorce de ce qu'on appelle un engrenage paradoxal puisque les deux dents tournent dans le même sens.

Nous résolvons cette difficulté de la même façon en plaçant trois dents les unes au dessus des autres pour obtenir la situation de la figure 6 qui correspond à l'engrenage paradoxal. 
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Figure 6
Sur cette figure, il est clair qu'au cours du mouvement les points de contact se déplacent sur les tangentes extérieures communes aux deux cercles de base. Mécaniquement cela correspond à la situation de deux poulies entraînées par une courroie non croisée. Cette courroie longe les tangentes extérieures aux deux poulies et les entraîne dans le même sens. Remarquons toutefois que si c'est la roue de gauche qui est motrice et qui tourne dans le sens positif le point de contact utile qui entraîne la roue de droite est le ou les points qui se trouvent sur la tangente inférieure. 
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� Les équations paramétriques de la développante de cercle sont � EMBED Equation.DSMT4  ��� où R est le rayon du cercle de base (le rayon de la bobine).


� En fait, on démontre que le point B a pour paramètre t0 = 4,493 409 458 radians. On peut obtenir cette valeur en exprimant que l'ordonnée s'annule et donc résoudre l'équation tan(t0) = t0 . 


� En fait ceci est l'amorce d'un engrenage hélicoïdal qui est obtenu en passant à la limite en prenant, non plus 3, mais  n  dents décalées chacune de la suivante d'1/n tour. Mais, si ce passage à la limite est sans doute hors de portée du collégien moyen, il explique le titre du paragraphe.


� On aura compris qu'il est possible d'avoir un engrenage hélicoïdal comme dans le cas du paragraphe précédent. 
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