T-D MAPLE              Le pendule cycloïdal                     Spé MP

Sur  une idée de Christian Huyghens 

Préambule 

La "cycloïde" est la courbe décrite par un point de la périphérie d'un cercle qui roule sans glisser sur une droite appelée "base". C'est ce que représente le dessin ci-dessous.  




1. Ecrire l'équation paramétrique [Xk() , Yk()] de la cycloïde, lorsque la base est l'axe Ox; le cercle ayant un rayon R = 1 unité et il roule "sous" la base.  

On suppose, en outre, que Xk = Yk = 0 pour  = 0. (attention sur la figure  >/2).

2. Représenter, avec la procédure "plot" muni de l'option scaling=constrained, la cycloïde sur l'intervalle -  < < . Définir ce graphe dans une variable appelée "profil " puis le faire afficher par une instruction "display ".

3. Soit K le point courant sur la cycloïde. Exprimer la "tangence" au point K (Tk =dSk/d). Définir la fonction Tk() .

4. Définir par une intégrale la fonction Sk(), longueur de l'arc de cycloïde entre 0 et et vérifier que la longueur totale de "profil " est  2x4 unités.

Pendule cycloïdal 

On imagine que l'on "coince" au point de rebroussement O de "profil" un pendule simple de longueur L0 = 4 unités et de masse tout à fait ponctuelle. 

Lorsque le pendule oscille dans le plan vertical, une partie OK du fil, de longueur variable, reste en contact avec la cycloïde tandis que la partie restante du fil,  KM,  est libre. 
 



Déterminer la longueur libre KM puis les composantes d'un vecteur tangent en K, enfin donner les relations qui définissent les coordonnées Xm( ) et Ym( )du  point  M. 



Représenter, avec la procédure "plot" muni de l'option scaling=constrained, la trajectoire de M sur l'intervalle -  <  <  . Définir ce graphe dans une variable appelée "trajectoire " puis faire afficher simultanément  "profil" et " trajectoire ".



Dans la position définie par la variable , on désire représenter graphiquement le pendule. La portion de cycloïde OK, sera représentée par un graphe que l'on appellera "fil_courbe". La partie     rectiligne KM du fil sera représentée par un segment de droite que l'on appellera "fil_droit". Enfin un petit cercle de rayon 0,1 unité figurera la boule et sera désigné par "boule. 

Définir ces trois graphes puis désigner par "pendule" l'ensemble de ces graphes. 

Remarque: Il n'est pas possible d'afficher ces graphes puisque  est une variable non affectée.


Réaliser l'oscillation du pendule pour -  < <   grâce à la procédure "animate" appliquée à la variable "pendule" et dans laquelle on pourra fixer par exemple "numpoints=50". Définir une variable "oscill"  qui contient l'animation puis faire afficher simultanément "oscill", "profil" et "trajectoire" ( en supprimant les axes du graphe ). 



Si on fait fonctionner de manière cyclique l'animation, on s'aperçoit que notre travail ne décrit pas le retour du pendule. 

En remarquant que pour  >  les positions sont identiques à celles en (2 - ; mais que la vitesse change de sens; définir à l'aide de la fonction "piecewise" de nouvelles fonctions notées Xk2 ; Yk2 ; Vk2 et Lk2 qui soient valables pour un aller-retour complet.



Définir les fonctions  Xm2 et Ym2, puis les graphes constituant l'ensemble pendule2.


Reprendre alors l'animation pour entre - <  < 3. 

Propriété du pendule  

Le pendule cycloïdal est parfaitement isochrone quelle que soit l'amplitude des oscillations. 

La période, pour une amplitude  s'éxprime avec l'abscisse curviligne et la vitesse :


Or le théorème de l'énergie cinétique implique que 


De plus, le calcul montre que  ds = 2.cos(/2).d . 

Faire calculer la période à MAPLE pour différentes amplitudes et vérifier la valeur théorique 

en fixant g = 1/2 unité pour réduire les calculs.

FIN
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