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Einfihrung

Es ist daraus zu sehen,

daf8 diese Flichen fortan fast eben so leicht
und einldflich zu behandeln sind,

als bisher die Flichen zweiten Grades.

Jakob Steiner in [Ste, 1857]:
,Uber die Flichen dritten Grades”

Um die Faszination und Schonheit, die algebraische Geometrie im Allgemeinen
und kubische Flichen im Speziellen in sich bergen, einer breiteren Offentlichkeit
zugénglich zu machen, lief bereits Clebsch im Jahr 1872 ein plastisches Modell sei-
ner sehr symmetrischen Diagonalfldche erstellen; wenig spater wurden Modelle von
Fléchen sogar serienméfig hergestellt und verkauft (s. [Sch, 1911]). Unter Einsatz
moderner Computer war es vor wenigen Jahren moglich, eine noch exaktere und
durch Thre Grofe imposante Darstellung der Flache aus Keramik fertigzustellen (s.
[Kae, 1999]).

Mit Hilfe eines vom Autor implementierten Computer-Programmes kann man
inzwischen sogar im virtuellen Raum der kubischen Flichen herumwandern (s.
[vSL, 2000]), um so die Uberginge zwischen den verschiedenen kubischen Flichen
und der Geraden, die komplett in ihnen liegen, besser zu verstehen. Urspriing-
lich war das Ziel dieser Arbeit nur, die mathematischen Grundlagen fiir dieses
Programm bereitzustellen und zur Abrundung einige Beispiele zu liefern, anhand
derer deutlich wird, wie man das Programm einsetzen kann, um die Verhéltnisse
auf kubischen Fliachen zu veranschaulichen.

Beim Experimentieren mit diesem Programm gewann ich aber den Eindruck, daf
auch solche Konfigurationen, die normalerweise nicht betrachtet werden, weil sie
mit dem {iblichen Ansatz nicht interpretiert werden kénnen, durch die Benutzung
der Cobleschen Hexaederform kubische Flichen liefern die in Fléchen niedrigeren
Grades zerfallen und als Grenzwert nicht zerfallender kubischer Fldchen angesehen
werden kénnen. Im letzten Kapitell gebe ich daher eine umfassende Beschreibung
dieser Flachen und der sehr regelmiiffigen Konfigurationen derjenigen darauf lie-
genden Geraden, die sich als Grenzgeraden der 27 Geraden auf glatten kubischen
Fléachen ergeben.
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Da mit dem Programm die Versuche der Geometer des 19. Jahrhunderts, kubische
Fléchen auch intuitiv und visuell erfafsbar zu machen, fortgefithrt werden, beginne
ich mit einer Zusammenfassung der Entwicklungen in dieser Zeit, die durch eine
umfangreiche — durch Angabe der fiir uns wichtigsten Inhalte erweiterte — Biblio-
graphie ergénzt wird .

Die anschliefende Einfithrung in die Theorie der kubischen Flichen kniipft dar-
an an, indem zunédchst durch das Vorstellen schon damals bekannter Sidtze und
Ideen versucht wird, dem Leser ein anschauliches Verstindnis dieser Flachen zu
vermitteln.

Danach lege ich kurz die modernere Behandlungsweise des Themas dar: kubische
Fléchen in sechs Punkten aufgeblasene projektive Ebene. Durch die Wahl bestimm-
ter Erzeuger des Linearsystems der ebenen Kubiken durch diese sechs Punkte be-
rechnen wir dann spéater explizite Gleichungen der Fliche und der 27 Geraden auf
ihr in der sogenannten Cobleschen Hexaederform. Diese wird sich direkt aus den
Koordinaten der sechs Punkte in der Ebene durch Ausrechnen einiger Determi-
nanten ergeben. Da wir in diesem Kapitel allerdings die Verhéaltnisse der Geraden
und Tritangentialebenen — Ebenen, deren Schnitt mit einer kubischen Fliche aus
drei Geraden besteht —, untereinander gut kennen miissen, schieben wir davor ein
Kapitel {iber die 27 Geraden ein, in dem alle nétigen Grundlagen geliefert werden.
Haben wir schlieklich die projektiven Gleichungen ermittelt, wihlen wir, um die
Fldchen auch grafisch darstellen zu kénnen, eine solche unendlich ferne Ebene, daf
die fiir uns interessantesten Eigenschaften auch im affinen Bild zu sehen sind.

Den Abschlufs der Arbeit bildet ein Kapitel iiber spezielle Konfigurationen der
sechs Punkte, in dem wir erldutern, wie sich die Flachen und Geraden entwickeln,
wenn die Punkte in besonderer Lage zueinander stehen. Dies sind némlich genau
die Effekte, die man beobachten kann, wenn man mit dem Programm herumspielt,
indem man die sechs Punkte verschiebt. Wir studieren diese Situationen mittels der
vorher aufgestellten expliziten Gleichungen in Cobles Hexaederform, was deutlich
macht, wie niitzlich diese fiir die detailgenaue Behandlung spezieller Fille sind.
Beispielsweise finden wir im Fall, in dem eine Ay — Singularitéit auftritt, leicht, daf
sich dort 18 Geraden der Fléche treffen, von denen je drei iibereinander liegen.

Mein Dank gilt vor allen Herrn Prof. Dr. Duco van Straten, der das Thema der
Arbeit stellte und der es durch Gespriche und Hinweise auf interessante Artikel
schaffte, mich fiir kubische Fldchen und deren anschauliche Betrachtungsweise zu
begeistern. Aufserdem danke ich Dr. Christian van Enckevort, Konrad Méhring und
Thorsten Warmt, die mir in den letzten Wochen und Monaten durch ihre Fragen
zum Gelingen der Arbeit beigetragen haben und die sogar beim Mittagessen bereit
waren, sich etwas {iber kubische Flachen erzdhlen zu lassen.

Mainz, im Januar 2001,

Oliver Labs



Historischer Uberblick

While it is doubtless true that

the classification of cubic surfaces is complete,
the number of papers dealing with these surfaces
which continue to appear from year to year
furnish abundant proof of the fact

that they still possess much the same fascination
as they did in the days of the discovery

of the twenty-seven lines upon the cubic surface.

Archibald Henderson in [Hen, 1911]:
,The 27 Lines upon the Cubic Surface”

Das Unfafbare an Hendersons Feststellung vom Beginn des 20. Jahrhunderts ist die
Tatsache, dab sie heute, 90 Jahre spéater, immer noch nicht an Giiltigkeit eingebiifit
hat. So befafit sich ja auch diese Diplomarbeit mit kubischen Fléchen, da die
moderne Technik einen ganz neuen visuellen Einblick in die Materie ermdoglicht.

Bereits 1849 veroffentlichten die britischen Mathematiker Salmon ([Sal, 1849]) und
Cayley (|Cay, 1849]) die Ergebnisse ihrer Korrespondenz iiber die Anzahl der Ge-
raden auf glatten kubischen Flidchen. Cayley hatte in einem Brief an Salmon die
Beobachtung formuliert, daf auf einer glatten kubischen Fldche endlich viele Gera-
den liegen miissen, woraufhin dieser postwendend geantwortet hatte, deren Anzahl
sei 27.

Kurz darauf legte dann Steiner in einem knappen aber ausgesprochen gehaltvollen
Artikel ([Ste, 1857]) die Basis fiir eine rein geometrische Behandlung der kubi-
schen Fliachen. Darin formulierte er zwar sehr viele Satze, lieferte zu den meisten
allerdings nicht einmal die Idee eines Beweises. Viele davon finden sich dann bei
Cremona (|Cre, 1868]) und Sturm ([Stu, 1867|), die dafiir gemeinsam einen Preis
der Koniglichen Akademie der Wissenschaften in Berlin erhielten. Die Schonheit
und Einfachheit der von ihnen benutzten Methoden bestdtigten nachtriglich ei-
ne Aussage Steiners: ,Fs ist daraus zu sehen, dass diese Fldchen fortan fast eben
so leicht und einldsslich zu behandeln sind, als bisher die Fliche zweiten Gra-
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des”. Den ersten Beweis dafiir, daft man eine gegebene kubische Fliche auf Syl-
vesters (|Syl, 1851]) Pentaederform bringen kann, lieferte allerdings A. Clebsch in
[Cle, 1861b] mit Hilfe der Hessefliche. Clebsch war es auch, der viele weitere sehr
interessante Eigenschaften kubischer Flichen fand, wie zum Beispiel jene, daf ei-
ne bestimmte Covariante neunter Ordnung die kubische Fliache genau in den 27
Geraden trifft ([Cle, 1861c|) oder jene, daff man jede glatte kubische Flache mit
Hilfe von 4 ebenen kubischen Kurven durch 6 Punkte in die Ebene einbetten und
umgekehrt auch wieder erhalten kann ([Cle, 1866]). Die meisten seiner Resultate
sind Anwendungen allgemeinerer Aussagen iiber Flachen beliebigen Grades, die im
Fall von kubischen Flichen meist ganz spezielle Figenschaften aufweisen und so
die Besonderheit dieser Flachen unterstreichen.

Schléfli war 1858 der erste, der begann, die kubischen Flichen nach der Anzahl
ihrer reellen Geraden und Tritangentialebenen zu klassifizieren (es gibt 5 Typen,
s. [Sch, 1858]), und schon fiinf Jahre spéter verdffentlichte er einen ausfiihrlichen
Artikel ([Sch, 1863a]) dariiber, der auferdem eine Klassifikation nach den auf der
Fliche enthaltenen Singularitdten (23 Typen) beinhaltet. Cayley {ibernahm diese
in seinem darauf aufbauenden Memoir on Cubic Surfaces ([Cay, 1869]). Rodenberg
dagegen stellte sich in |[Rod, 1879| die Frage, welche Flichen einem gegebenen
Pentaeder angehoren.

Als Anfang der siebziger Jahre einiges {iber kubische Flichen bekannt war, machte
man sich daran, Modelle zu konstruieren, um die abstrakt so schonen und regel-
méfRigen Objekte auch visuell erfassen zu kénnen. Das erste, ,noch ganz unsym-
metrische, durch empirische Konstruktion hergestellte” ([Kle, 1922, S. 1]) stammt
von Christian Wiener. Als Vorreiter im Bereich der Modelle kubischer Fléachen ist
aber Klein zu nennen, der schon 1871 einige Zinkexemplare herausgab. 1872 pré-
sentierte dann Clebsch ein sehr regelméfiges Modell der Diagonalfliche, auf dem
auch die 27 reellen Geraden zu sehen waren (s. dazu [Cle, 1871, §§16-18]. Davon
inspiriert erstellte Rodenberg spéter 27 kubische Flidchen aus Gips, die die ver-
schiedenen Typen von Singularitdten aufweisen (fiir Fotos s. [Fis, 1986], fiir math.
Erlduterungen s. [Rod, 1904]). Um die Jahrhundertwende wurden Modelle kubi-
scher Fliachen sogar richtig populdr — Klein stellte beispielsweise einige auf der 1894
in Chicago stattfindenden Weltausstellung vor.

Die ja schon 1849 entdeckten 27 Geraden gewannen grofes gruppentheoretisches
Interesse, als Jordan bewies, daf die Losungen der Gleichung, von der sie abhéngen,
nicht durch Gleichungen niedrigeren Grades gefunden werden kénnen, da deren
einfache Index-2-Untergruppe keine Untergruppe vom Index kleiner als 27 enthélt
([Jor, 1957, S. 319-329]). Seitdem wurde diese Galoisgruppe sehr viel erforscht; hier
ist beispielsweise Dickson zu nennen, der eine Reihe von Artikeln zum Thema und
ein Buch ([Dic, 1901]) verdffentlichte, das auch diese Gruppe und deren einfache
Index-2-Untergruppe der Ordnung 25.920 ausfiihrlich behandelt (S. 303-307 etc.).

Die Basis fiir die vorliegende Diplomarbeit legte 1915 Arthur B. Coble in [Cob, 1915].
Schon bekannt war zu diesem Zeitpunkt zwar, daft sechs kubische Kurven durch
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sechs Punkte in der Ebene auf eine kubische Fliche abgebildet werden koénnen
(|Cle, 1866]). In diesem Artikel gibt er aber explizit, abhéngig von den 6 Punkten,
die Gleichungen der Fliche und der Tritangentialebenen an. Dies werde ich im
Abschnitt 3 auf Seite 46 ausfiihrlich und noch expliziter darstellen, da hierdurch
die Cubic Surface Homepage ([vSL, 2000]) in der existierenden Form erst mdoglich
wurde.

Wie schon zu Beginn angedeutet, wurde auch in der Folgezeit immer noch sehr
vieles iiber kubische Flichen und die 27 Geraden geschrieben. Lehrbiicher, die ei-
gene Abschnitte fiir dieses Thema reserviert haben sind beispielsweise [Har, 1977]
und [Rei, 1988|. Es gibt sogar ganze Werke dariiber; neben der schon etwas &lte-
ren Monographie von Henderson (|Hen, 1911]) sind hier beispielsweise [Seg, 1942],
[Man, 1974] und [DO, 1988] zu erwidhnen. Ganz aktuelle Artikel zum Thema sind,
um nur zwei zu nennen: [PT, 2000] und [FM, 2000]. Fiir weitere Literatur verweise
ich auf die durch Stichworte ergénzte Bibliographie und die Referenzen in obigen
Werken.



Kapitel 1

Kubische Flachen

Eine kubische Flache ist das Nullstellengebilde eines homogenen kubischen Poly-
noms im P3 := P3(C), besteht also aus allen (z : y : z : w) € P3, die eine
Gleichung der Form

apz® + a1x2y + ...+ ajgw’z + aqw® = 0,

erfiillen, wobei a; € C, i = 0,...,19. Wir beschrédnken uns in dieser Arbeit zwar auf
die Betrachtung reeller kubischer Flachen, d.h. solchen Fléchen, deren Koeffizienten
a; € RVi=0,1,...,19 liegen, werden die Theorie allerdings {iber C vorstellen,
da wir dies manchmal bend&tigen; beispielsweise fiir Korollar 1.20 auf Seite 28.

Zunéchst einige Beispiele. Die kubische Fliche in Abbildung 1.1 mit der Gleichung
B4y + B3 +wd - (z+y+ 2+ w) =0 ist die sogenannte Diagonalfliiche von
Clebsch (fiir die affine Darstellung haben wir w = 2- (1 — z — y — z) gewéhlt, s.
auch Abschnitt 3.4). Auf ihr liegen — wie auf jeder glatten kubischen Fliche —
genau 27 verschiedene Geraden (s. Kap. 2 ab S. 31), die im Fall der Clebschfléche
sogar alle reell und daher im Bild (Abb. 1.1) zu erkennen sind.

Mit ,eine Gerade liegt auf einer Flache“ ist hier einfach gemeint, daf alle Punkte
(z:y:2z:w), die die Geradengleichungen (eine Gerade ist Schnitt zweier Ebenen,
s. Anhang A) erfiillen, auch der Gleichung der Fliche geniigen.

Die auf der Cayley Kubik (23 + 33 + 2% + w? — L(z + y + 2 + w)® = 0, Abb. 1.2)
liegenden Geraden sind zwar auch alle reell. Wegen der vier Doppelpunkte liegen
aber viele der 27 {ibereinander, so daf tatséchlich nur 9 verschiedene Geraden zu
sehen sind. Im Abschnitt 4.2. werden wir erldutern, warum 6 dieser 9 Geraden
vierfach gezdhlt werden, so dafs sich doch wieder 27 Geraden ergeben.

Aufer solchen kubischen Flichen, auf denen alle Geraden im Reellen liegen, gibt
es jene, bei denen dies nicht der Fall ist. Wir werden uns in dieser Arbeit allerdings
meist auf den ersten Fall beschrinken - und hier im Speziellen auf glatte kubische
Flichen sowie solche, deren einzige Singularititen vom Typ A; oder As sind oder
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Abbildung 1.1: Die Diagonalfliche von Clebsch

Abbildung 1.2: Die Cayley Kubik
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die in mehrere Komponenten niedrigeren Grades zerfallen. Aus der Menge der
anderen kubischen Flichen stellen wir nur kurz zwei Beispiele vor.

Die kubische Fliche mit der Gleichung z3 + y3 + 2% + w?® — %(w +y+z+w)?P =0
(Abb. 1.3) besteht aus zwei Zusammenhangs — Komponenten (dem zur Sphire S?
homoomorphen Teil in der Mitte und dem Rest) und nur 3 der 27 Geraden liegen
im Reellen.

Abbildung 1.3: Eine kubische Fléche, die, topologisch gesehen, aus zwei Kompo-
nenten besteht: 2% + 33 4+ 23 + w3 — %(m +y+z+w)?=0.

Die Fliche mit der Gleichung wzz — y?z — 3 = 0 hat einen As- und einen A:-
Doppelpunkt (Abb. 1.4).

Abbildung 1.4: Eine kubische Fldche mit einem As- und einem A;-Doppelpunkt:

wzz — 1Y’z —x3 = 0.

Eine Klassifikation der kubischen Flichen nach ihren Singularitdten findet sich
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erstmals bei Schlafli ([Sch, 1863a]). Wenig spéter verfafite auch Cayley einen aus-
fithrlichen Artikel zu diesem Thema ([Cay, 1869]). Ebenfalls finden sich die Glei-
chungen der Flichen der verschiedenen Spezies, gemeinsam mit den Gleichungen
der Geraden und teilweise auch Vorschligen zur Wahl der freien Parameter bei
Henderson [Hen, 1911].

Jeweils drei Geraden auf einer kubischen Fldche erhdlt man, indem man die Fléche
mit einer deshalb sogenannten Tritangentialebene schneidet. Die Ermittlung dieser
speziellen Ebenen ist im Allgemeinen nicht einfach und wird fiir kubische Fldchen,
die als Blow-Up des P? in 6 Punkten gegeben sind, im Kapitel 3 behandelt.

1.1 Polare und Hesseflache

Auf einer kubischen Flédche gibt es aber noch andere Kurven, die einiges iiber die
Flédche verraten und wesentlich einfacher zu berechnen sind: der Schnitt der Flache
mit einer ihrer Polaren in einem gegebenen Punkt bzw. mit ihrer Hesseschen.

Kurz gesagt ist die Polare A, F' an eine Flache F' in einem Punkt P (mdéglicherweise
aukerhalb der Fliche gelegen) diejenige Fléche, deren Schnitt mit F' genau aus
allen singuldren und all jenen glatten Punkte besteht, deren Tangentialraum an F'
den Punkt P enthélt (Satz 1.2). Die Hessesche HF dagegen schneidet F in ihrer
parabolischen Kurve (s. Satz 1.4 und [HCV, 1932, §§28,29]).

Besonders gut sind diese beiden Konzepte im Fall von Kurven zu verstehen. Hier
sind sowohl Polare als auch Hessesche ebenfalls Kurven und deren Schnitt mit der
Ursprungskurve besteht aus einzelnen Punkten, neben den Singularitédten nédmlich
den Beriihrungspunkten von Tangenten durch einen Punkt bzw. den Wendepunk-
ten der Kurve. Der Satz von Bézout (A.2) liefert dann Aussagen iiber die Anzahl
solcher Punkte. Fischer stellt dies in [Fis, 1994] ausfiihrlich dar; wir betrachten
diesen Fall nur (Abb. 1.5), um Polare und Hessesche kubischer Flichen besser zu
verstehen.

Definition 1.1 Sei F' € C|xy,...,Ty]q ein homogenes Polynom vom Grad d mit
Koeffizienten in C und p = (pg, - .., pn) €EP™. Dann heifit das Polynom

", JF
ApF = sza—wz € C[.’Bo, - axn]dfl
=0

die Polare von F' beziiglich p. Ist X = V(F), so schreiben wir ApX fiir die Varietdt
V(ApF).

Satz 1.2 (Beschreibung der Polaren)
Sei X = V(F) und a € X\Sing(X) ein glatter Punkt von X. Dann sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

10
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1. Der Punkt a liegt auf der Polaren von X beziiglich p, d.h. a € ApX.

2. Der Tangentialraum T, X enthilt den Punkt p.

Beweis: p liegt genau dann in T, X, wenn das Tupel (po,...,pn) eine Losung der
Gleichung
n
oF

ist. Dies heifst aber genau, daf

also Ap(a) =0 bzw. a € ApX gilt. O

N

(a) Die Polare einer glatten (b) Eine Polare und die Tangen-
Kurve beziiglich eines Punk- ten an die Neilsche Parabel X9+
tes schneidet die Kurve in den XyX;2.

Beriihrpunkten der Tangenten

durch den Punkt.

Abbildung 1.5: Polare an Kurven

Uns interessieren hier vornehmlich die Polaren von kubischen Fléachen; daher geben
wir auch hierzu einige Beispiele (Abb. 1.6, 1.7, 1.8, 1.9). Polaren von Flichen vom
Grad drei sind Flachen vom Grad zwei (Quadriken), von denen gibt es nur wenige
verschiedene Typen gibt (s. [HCV, 1932, §§3,4] fiir einen knappen Uberblick und
[Sal, 1879 fiir eine ausfiihrlichere Darstellung); die Abbildungen zeigen, bis auf das
einschalige Hyperboloid (s. dazu Abb.2.2 auf Seite 36) alle wesentlichen.

Nun zur Hessefldche, deren Schnitt mit der urspriinglichen Flache die parabolische
Kurve liefert.

Definition 1.3 Sei F' € Clxy,...,Ty]q. Dann heifit das Polynom

0
HF :=det (a ) € C[.To, cen 7"En](d—2)('n+1)

11
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Abbildung 1.6: Die Polare an die Diagonalfliche von Clebsch beziiglich des Punktes
woben“ auf der Fliche (der hier selbst ein Punkt der Polare und der Fliche ist);
diese Flache vom Grad 2 zerfillt hier in zwei Ebenen.

Abbildung 1.7: Die Polare an die Diagonalfliche von Clebsch beziiglich eines Punk-
tes ,im Herzen“ der Fliche ist ein sogenannter Ellipsoid.

Abbildung 1.8: Die Polare an die Diagonalfliche von Clebsch beziiglich eines Punk-
tes ,leicht oberhalb des Herzens* der Fléche ist ein sogenannter zweischaliger Hy-
perboloid.

Abbildung 1.9: Hier ist die Polare ein Kegel - dieser Fall tritt ein, wenn der Pol
auf der Hesseflache liegt.

12
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die Hessesche von F. Die Varietit HX := V(HF) C P™ nennen wir die Hessesche
von X =V(F) C P". Im Fall n >= 3 sprechen wir auch von der Hessefléche.

Satz 1.4 (Die parabolische Kurve)

Der Schnitt einer glatten Fliche F C P? mit ihrer Hesseschen besteht genau aus
der parabolischen Kurve, das heifit der Kurve der Punkte, in denen eine allgemeine
Tangente die Fliche dreipunktig beriihrt (Abb. 1.11).

Beweis: In [Sal, 1880, S. 29, 30] zeigt dies Salmon, indem er zunéchst nachweist, daf§
die quadratische Polarfliche (im Fall kubischer Fléchen ist die quadratische Polare
einfach die oben definierte Polare, da sich hier schon durch einfaches Differenzieren
eine Quadrik ergibt) fiir einen Punkt auf der parabolischen Kurve einer Fléche ein
Kegel ist und umgekehrt, dafs der Ort der Punkte, deren quadratische Polaren in
Bezug auf die Flache Kegel sind, die Flache auf der parabolischen Kurve schneidet.
Dieser Ort ist aber nichts anderes als die Hessefliche (auch Determinanten- oder,
nach Steiner, Kernfliche genannt). |

Zur Erlduterung geben wir auch zwei Beispiele fiir die entsprechenden Verhéltnisse
in der Ebene (Abb. 1.10).

(a) Eine Kurve vom Grad 3 (b) Eine Kurve vom Grad 3 und
und ihre Hessesche, die sie in ihre Hessesche. Hier sind zwei
ihrem einzigen reellen Wende- Wendepunkte sichtbar.

punkt, der in dieser affinen Dar-

stellung sichtbar ist, schneidet.

Abbildung 1.10: Kurven (rot) und ihre Hesseschen (griin)

Doch die Hessefliche hat noch mehr und fiir das Verstédndnis kubischer Flachen
interessantere Eigenschaften. Bei Salmon-Fiedler ([Sal, 1880, §28|) findet sich bei-
spielsweise der folgende Satz:

Satz 1.5 (Jede Gerade beriihrt die parabolische Kurve)
Wenn eine gerade Linie ganz in einer Fliche enthalten ist, so beriihrt sie die Flache
ihrer Hesseschen Determinante und somit die Kurve ihrer parabolischen Punkte.

13
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-

Abbildung 1.11: Eine kubische Fliche mit zufélligen Koeffizienten und ihre Hesse-
flache. Deren Schnitt ist — nach Bézout — eine Kurve vom Grad 4 -3 = 12.

S

(a) Die Diagonalfliche (grau) (b) Wie (a), die Diagonalfliche
und ihre Hessefliche (rot). ist aber leicht transparent darge-
stellt.

Abbildung 1.12: Die Hessesche der Diagonalfliche trifft diese im Reellen nur in
einzelnen Punkten. Die paraboische Kurve dieser speziellen Fléche besteht also im
Reellen nur aus endlich vielen Punkten.

14



Kapitel 1. Kubische Flachen 15

Beweis: Wahlt man die Koordinaten so, daff die Gleichung der Flache geschrie-
ben werden kann als f = 21® + oW = 0, so ergibt sich der Schnitt der Geraden
{z1 = 0,29 = 0} mit der Fliche durch die Substitution dieser beiden Werte in de-
ren Hessesche. Da aber 532253 , gfzjl und aggm Terme sind, die entweder x; oder 2
als Faktor beinhalten, verschwinden diese Grofen und die Determinante der sym-

metrischen Hesse-Matrix ( 0 ) vereinfacht sich zu ( a?ji . aizi i a?;g " 3222 3)2.
Die Gerade beriihrt die Hessesche also in jedem Punkt, in dem sie sie trifft. O

Salmon fithrt weiter aus, daf diese Berithrung 2(n — 2)-fach ist; im Fall kubischer
Flachen beriihrt eine Gerade der Fliche also die parabolische Kurve sogar in 2
Punkten (oder in einem doppelt). Da glatte kubische Fldchen 27 Geraden enthalten
(s. Kapitel 2), lernen wir daraus schon einiges iiber deren Lage (Abb. 1.13).

Abbildung 1.13: Eine Gerade beriihrt den Schnitt der Fliache mit ihrer Hesseschen
(weiR), ihrer sog. parabolischen Kurve.

Betrachten wir nun noch den speziellen Fall der Diagonalfliche, die im Reellen
von ihrer Hesseschen genau in deren 10 Doppelpunkten getroffen wird (s. Abb.
1.12 und [Kle, 1873, S. 33]), um dadurch kubische Flachen, die nur wenig von der
Diagonalfliche abweichen, anschaulich besser zu verstehen.

Andern wir dementsprechend die Koeffizienten der Fliche leicht, so da die Hes-
sesche nun eine kreisdhnliche Kurve in der Umgebung des Punktes P, der zuvor
einer der Doppelpunkte der Hesseschen der Diagonalfliche war, aus der Flache
schneidet. Die dortige Tangentialebene Tp schneidet dann aus der Fléche im Reel-
len den Punkt P selbst und zusitzlich drei hyperbelihnliche Aste (s. Abb. 1.14),
da die Fliache jaufierhalb* der parabolischen Kurve hyperbolisch und ,innerhalb“
elliptisch gekriimmt ist (s. [Kle, 1873] und [Sal, 1880, Kap. I, Art. 7 etc.]; eine
sehr schone, anschauliche Erlduterung dieser Kriimmungsbegriffe liefert Hilbert in
[HCV, 1932, §§28,29]).

Lassen wir nun die Koeffizienten wieder gegen die der Diagonalfliche konvergieren,
so miissen diese drei hyperbelidhnlichen Aste kontinuierlich in eine Kurve iiberge-
hen, die zusammenhéngend ist, da die Flache im Fall des zum Punkt degenerierten
Kreises in diesem nach allen Seiten hin hyperbolisch gekriimmt ist. Alle drei vor-
herigen Hyperbeldste gehen also durch den Punkt; da aber eine aus drei solchen

15
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AN
N\

Abbildung 1.14: Drei hyperbelihnliche Aste und der Punkt selbst.

.

sich in einem reellen Punkt treffenden reellen Hyperbeldsten bestehende Kurve
keine ebene kubische Kurve sein kann (s. hierzu Abb. 1.15 (a) und [Fis, 1994]) und
aus Symmetriegriinden keiner der Aste anders aussehen kann als die anderen, muR
jeder der Aste degenerieren zu zwei Halbgeraden (Abb. 1.15 (b), (c)).

(a) Dies ist keine ebene (b) Der Schnitt zerfallt (c¢) Die drei Geraden
Kubik. in drei Geraden. auf der Fléche.

Abbildung 1.15: Drei hyperbelidhnliche Aste, die sich in einem Punkt treffen sind
keine ebene kubische Kurve.

Insgesamt ergeben sich also drei Geraden durch den auf der (glatten) Diagonalfla-
che gelegenen Doppelpunkt der Hessefldche; solche Punkte bekommen einen eige-
nen Namen:

Definition 1.6 Ein Punkt auf einer glatten kubischen Fldiche, in dem sich 8 Ge-
raden treffen, heifit Eckardt-Punkt.

Satz 1.7 (Die 10 Eckardt-Punkte der Diagonalfliche)
In den 10 Doppelpunkten der Hesseschen der Diagonalfliche treffen sich je drei
Geraden der Fliche. Diese 10 Punkte sind somit genau ihre 10 Eckardt-Punkte.

Man kann dies auch noch anders einsehen (s. [Kle, 1873]). Die Tangenten an einen

16



Kapitel 1. Kubische Flachen 17

isolierten Punkt der parabolischen Kurve einer Fliche dritten Grades beriihren
im Allgemeinen dreifach. Drei der Tangenten beriihren aber sogar vierfach und
miissen daher nach Bézout schon komplett in der Fliche dritten Grades enthalten
sein. Geht man jetzt von den drei Geraden, die sich auf der Diagonalflache in
einem Punkt treffen aus und dndert die Koeffizienten der Fliche wiederum leicht,
so daf der Punkt zu einer kreisihnlichen Kurve C' wird, so miissen aufgrund der
Kontinuitét des Ubergangs also genau drei Geraden diese Kurve C tangieren.

Doch nun genug der Worte zur Kriimmung kubischer Fliachen; auf der Cubic Sur-
face Homepage (|[vSL, 2000]) sind einige Filme zu finden, die die angesprochenen
und weitere Effekte demonstrieren. Aufferdem kann man dort auch mit dem Pro-
gramm selbst experimentieren. Dieser Arbeit liegen einige Daumenkinos bei, an-
hand derer man die geschilderten Effekte ebenfalls beobachten kann.

1.2 Die Pentaederform

Die Kriimmung einer Fliche ist zwar fiir ihr anschauliches Verstdndnis hilfreich.
Fiir die Struktur kubischer Fléchen ist allerdings eine weitere Eigenschaft der Hes-
seschen wichtiger, die letztlich der Grund fiir die Existenz des sogenannten Sylve-
sterschen Pentaeders ist. Neben der Hessefléche existiert ndmlich noch eine weitere,
mit ihr zusammenhéngende Fléiche, die fiir kubische Flichen mit der Hesseschen
iibereinstimmt. Steiner nannte diese beiden Flichen Kernfliche und konjugierte
Kernflidche ([Ste, 1857]).

Die Polare Ayf = Z?:l yi% einer Fliche f = 0 im P? mit Koordinaten z;

beziiglich eines Punktes (y; : ... : y4) hat genau dann einen Knotenpunkt (eine
Singularitét) in (z1 :...: z4), wenn
4
0 f
— =0 Vj5=1,2,3,4. 1.1
;yl al_]axz .7 b ] ( )

Wie schon weiter oben gesehen, liegen also die Knotenpunkte solcher Polaren auf
der Hessefliche und umgekehrt ist jeder Punkt der Hesseschen als Knotenpunkt
einer Polare anzusehen. Deren zugehdrige Pole liegen auf einer anderen Fliche €2,
die sich durch Elimination der z; aus den Gleichungen (1.1) ergibt. Fiir Flichen
dritter Ordnung sind Q und Hf aber identisch, da die z; und die y; in (1.1)
vertauscht werden diirfen; fiir jedes homogene quadratische g = a12? + asz1z2 +

as3r1r3 + ...+ alozz;i (also auch fiir g = g—xf;) gilt ndmlich:

Eyz-g—fi = 2ay111+ ay1zT2 + a3y1T3 + a4y1z4
+ agyor1 +2a5y2r2 + agy2T3 + ary2xs (1.2)
+ a3ysr1 + agyszT2 +2agy3r3 + agys3T4
+ a4ysT1 + arysaTs + agysT3 + 2a10YsT4,

17



Kapitel 1. Kubische Flachen 18

wo offenbar die z; und die y; vertauscht werden konnen. Bei kubischen Flachen
liegen also auf der Hessefldche auch noch alle Pole von Polaren, die einen Knoten-
punkt haben.

Nach einigen weiteren Uberlegungen folgert Clebsch daraus in [Cle, 1861b, S. 196]:

Satz 1.8

Die Fliche 4(n —2)%*" Ordnung Hf = 0, in welcher simmtliche Knotenpunkte von
Polaren liegen, die aus einer Fliche n'*" Ordnung entspringen, enthiilt selbst 10(n—
2)3 Knotenpunkte; jeder dieser 10(n—2)3 Punkte kann Knotenpunkt von unendlich
vielen Polaren werden, und die zugehérigen Pole bilden 10(n—2)% Gerade. Alle Pole
aber, deren Polaren einen Knotenpunkt haben, liegen auf einer Fliche 4(n — 2)3%"
Ordnung §) = 0; und diese enthélt also nothwendig jene 10(n — 2)® Geraden.

Im Fall kubischer Flichen liegen also auf der Hessefliche Hf = Q nicht nur 10
Doppelpunkte, sondern auferdem noch 10 Geraden, in denen die den Doppelpunk-
ten entsprechenden Pole liegen. Doch damit nicht genug; zwischen diesen Geraden
und Punkten besteht die folgende Beziehung: Jede der 10 Geraden geht durch drei
der 10 Knotenpunkte und der zu dieser Geraden gehdrige Knotenpunkt liegt im
Schnitt der drei Geraden, die den drei auf der Gerade liegenden Knotenpunkten
entsprechen.

Nach einigen weiteren Berechnungen ergeben sich schlieflich die von Sylvester erst-
mals aufgestellten und von Clebsch in [Cle, 1861b, S. 209, S. 223] bewiesenen Sétze
(s. auch [Sal, 1880], S. 381 ff.) iiber den Pentaeder einer kubischen Fldche (einem
Gebilde, das aus fiinf Ebenen besteht; die Abbildung 1.17 zeigt den Pentaeder der
Clebsch-Fliche):

Satz 1.9 (Der Pentaeder)

Die 10 Knotenpunkte sind die Ecken eines vollstdndigen Pentaeders, und die 10
Geraden die Kanten desselben; und zwar so, dass einem durch drei Ebenen be-
stimmten Punkte diejenige Gerade entspricht, welche durch die anderen beiden
Ebenen bestimmt wird.

Satz 1.10 (Die Pentaederform einer kubischen Fliche)

Eine homogene Function dritter Ordnung von vier Verdnderlichen F(z1 : zg :
x3 : x4) kann im Allgemeinen auf eindeutige Weise als Aggregat von fiinf Cuben
linearer Ausdriicke dargestellt werden, zwischen deren Argumenten dann eine li-
neare Beziehung besteht; und zwar erfordert dies nur die Auflésung einer einzigen
Gleichung fiinften Grades. Also:

F = a1y} + apys + azys + agyi +asys = 0,

wobei a; € CV i =1,2,...,5 und fiir die in (z1 : x2 : x3 : z4) linearen y; gilt:
y1++y5:0

18
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Abbildung 1.16: Die Hessefliche der Diagonalfliche von Clebsch; 3 der 10 Knoten-
punkte liegen in der unendlich fernen Ebene (s. Abschnitt 3.4).

CH@

(a) Die Ebenen {x=0} (b) Die Ebenen {z=0} (c) Die Ebene {y=0}.
und {w=0}. und {x+y+z+w=0}.

Abbildung 1.17: Die Hessefliiche der Diagonalfliche von Clebsch (H (23 + 13+ 23 +
w? —(z+y+2z+w)?) = 0) und die fiinf Ebenen des Pentaeders (z = 0,y =0, z = 0,
w=0,z+y+2z+w=0), die jeweils vier Geraden aus der Hessefliche schneiden.
Jede Gerade geht durch drei der zehn Doppelpunkte, von denen in dieser affinen
Darstellung allerdings nur 7 zu sehen sind (hier haben wir w =2 (1 —z —y — 2)
gewéhlt, s. Abschnitt 3.4).

19
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Existenz von Eckardtpunkten

Die Pentaederform der kubischen Fliache hat einige Vorteile. Beispielsweise lassen
sich die Gleichungen der Ebenen, die den Pentaeder bilden, sofort ablesen. Aufer-
dem kann man die Existenz von Eckardt-Punkten, also solchen Punkten, in denen
sich drei Geraden in einem Punkt treffen, der Gleichung ansehen. Sind némlich zwei
der Koeflizienten a; = a;,7 # j, gleich, so ist die entsprechende Ebene y; +y; =0
eine Eckardt-Ebene, d.h. eine Tritangentialebene, deren Schnitt mit der Fléche aus
drei sich in einem Punkt treffenden Geraden besteht. Fiir oBdA. ¢ = 1,5 = 2 hat
man nédmlich in diesem Fall:

Fn{yi+y2=0} = {a1y} + asys + asy3 + asyi + asys = 0}
= {a1- (43 +43) + a3y} + auyi + asyd = 0}
= {asy + a1y} + asys = 0}

und unter Benutzung von y1+...+y5 =0 < y5 = —(y1+y2+ys+ys) = —(ys+v4)
(auf der Ebene y; + y2 = 0) somit

FN{yi+v2=0} = {a3y}+ asyi — as(ys +y4)> =0}

Dieser Schnitt besteht also, da nach der homogenen Version des Fundamentalsatzes
der Algebra eine solche Kubik in drei Linearfaktoren der Form (ays + bya) zerfillt,
die jeweils eine Ebenengleichung darstellen, aus drei Geraden, die alle durch den
Punkt (1: —=1:0:0:0) gehen.

Aus der Pentaederform der Diagonalfliche von Clebsch (22 +1° + 23 + w3 +u3 =0
mit £+ y + z + w + u = 0) sieht man somit sofort, daf diese Fléche die (g) =10
Eckardt-Punkte der Form (1 : =1 :0:0:0),(1:0:-1:0:0),...,(0:0:
0:1:—1) hat. AuRerdem ist aus dieser Form der Gleichung zu sehen, daf die
Clebsch-Fléache invariant unter der Permutationsgruppe Y5 ist.

Rodenberg nutzt den Pentaeder noch intensiver aus; in [Rod, 1879] klassifiziert
er die kubischen Flichen, indem er von den verschiedenen mdglichen Pentaeder-
Konstellationen ausgeht. Beispielsweise konnen alle Ebenen verschieden und reell
sein, zwei der Pentaeder-Flachen zueinander komplex konjugiert sein etc.

1.3 Kubische Flachen als in sechs Punkten aufgeblase-
ner P2

Clebsch zeigte in [Cle, 1866] erstmals, daf man alle glatten kubischen Flidchen
durch Aufblasen des P? in sechs Punkten allgemeiner Lage erhiilt (auch wenn
er das nicht so nannte). Da wir diesen Ansatz, der zuerst von Clebsch genutzt
wurde ([Cle, 1866]), im Kapitel 3 nutzen, um durch die Wahl spezieller Erzeuger
des Linearsystems aller Kubiken durch die sechs Punkte explizite Gleichungen der
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Kapitel 1. Kubische Flichen 21

Fliache und der Geraden zu erhalten, stellen wir in diesem Abschnitt die benétigten
Begriffe und Fakten zusammen (s. [Har, 1977, S. 399 ff] fiir eine ausfiihrlichere
Darstellung).

Linearsysteme
Sei L C C[Xy,...,Xy]q ein linearer Unterraum der homogenen Polynome vom
Grad d in n + 1 Variablen. |L| := P(L) heift dann lineares System von L.

Sei o, . . ., ©m eine k-Basis von |L|. Die Menge der gemeinsamen Nullstellen dieser
Polynome By, := By := V(¢o,---,%m) C P" heikt dann Basis-Lokus von |L|.

Aufserhalb dieser Menge ist 7, definiert:
pr : P"\Bp — P™,(20,...,2n) > (po(z) 1 -+ : om(2)).

Sind nun Zy,..., Z; Koordinaten des P, so sind die System-Hyperflichen defi-
niert als Urbilder von Hyperebenen unter ¢r:

o, (H) = V(Z Aigi) N (P™\B), H = V(Z \iZ;) C P™.

Manchmal bezeichnen wir den Abschluf ¢;'(H) C P™ einer solchen System-
Hyperfliche ebenfalls als System-Hyperfliche. Ist n = 2 und besteht By, nur aus
endlich vielen Punkten, so sprechen wir auch von Systemkurven; dies (genauer ge-
sagt deren Abschluft im P?) sind also Kurven im P2, die durch alle Punkte P € By,
gehen.

Wir werden spiter den Fall betrachten, in dem By, aus sechs Punkten des P? be-
steht und die Systemkurven Kubiken durch diese sechs Punkte sind (da eine Konik
bereits durch fiinf Punkte eindeutig festgelegt ist), sind Kubiken die Kurven klein-
sten Grades, die durch sechs beliebige Punkte gehen).

Die Segre-Einbettung

Seien 7, s € N beliebig. Die Einbettung
0:P"xP* PN N=(r+1)(s+1)—1,(z,4) — (ziy;)i;

heifst Segre- Einbettung.

Wir kénnen vermoge dieser Einbettung also jedes kartesische Produkt zweier endlich-
dimensionaler projektiver Rdume wieder als projektive Varietdt auffassen. Ein Bei-
spie: P2 x P! s P5 (z:y:2,(u:v) — (zu:yu:zu:zv:yv: 2v)).

21



Kapitel 1. Kubische Flichen 22

Der Graph von ¢,

Der Graph von oy, ist definiert als
I(pr) = {(z, pL(x)) € (P"\B) x P™} C P" x P™.

Vermoge der Segre-Einbettung kénnen wir diesen als Teilmenge eines projektiven
Raumes der Dimension M = (n + 1)(m + 1) — 1 auffassen: I'(¢r) C PM.

Blow-Up

Sind nun umgekehrt eine projektive Varietdt X C P™ und eine Untervarietdt
Y C X gegeben mit V(pg,...,pm) =Y fiir gewisse ¢; € C[Xy, ..., X,]q, so heifst
der Zariski-Abschluf des Graphen von ¢y, in PM der Blow-Up von X in Y und
wird notiert:

X := Bly(X) :=T(¢1) = {(z, pr(2)) € (X\Y) x P} c PM,

Man sagt auch, daf man X durch Aufblasen von X in Y erhdlt. Bezeichnen ¢,
und 7 die Projektionen, so ist 7 : X\7~(Y)—X\Y offenbar ein Isomorphismus.
Die Menge 7 1(Y) heifit ezzeptionelle Menge; fiir eine Kurve C' C X notieren wir
C :=71(0).

Im folgenden Diagramm wird die Abbildung ¢y, durch eine gepunktete Linie darge-
stellt, da sie ja nur auf X\Y definiert ist. Fiir z € X\Y gilt: oz (z) = ¢r(77 (z)).

be YL pm
..4
™
YL
X

Besteht beispielsweise Y = {P} C P? aus nur einem Punkt P im P? (also dem
Schnitt zweier Geraden), so 18t sich Y schreiben als Y = V(ypg, ¢1) mit linea-
ren g, 1 € C[Xo, X1, X2]1. In diesem Fall ist I'(pr) = {(z, (po(z) : pi(x))) €
(P2\{P}) x P} und D(ps) = T(z) U {(P,(yo : 11)) | (o : 1) € P}. Die ex-
zeptionelle Menge 7~ 1(Y) = #~!(P) ist hier demnach ein P!; im Blow-Up wird P
ersetzt durch den P!, der alle Richtungen im Punkt P des P? reprisentiert.

Ist Q ein Punkt auf der exzeptionellen Menge m~!(P), so sagen wir, daR Q dem
Punkt P unendlich nah ist (unter m haben beide Punkte ja dasselbe Bild im P?).
In diesem Fall sagen wir auch, daf eine Kurve C' C P? die Punkte P und Q enthilt,
falls C durch P geht und 7=1(C)\7~!(P) den Punkt @ enthilt, das heit, falls
entweder C glatt in P ist mit einer Tangente, die der durch @) definierten Richtung
entspricht, oder C singuldr in P ist.
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Die Linearsysteme |dH |

Wir werden es nur mit Linearsystemen der Form |dH| := |L| = P (C[Xo, ..., Xn]q)
und einigen Abwandlungen zu tun haben. In diesem Fall ist By, = () und ¢, := vq4
die Veronese-Finbettung, die definiert ist als

d
vg:P" > PN N = (”;r ) —1,(z0, ..., 2n) — (Mo(2), ..., My(z)),
wobel mit My,..., My alle Monome vom Grad d in C[Xy,...,X,], etwa in lexi-

kographischer Ordnung, bezeichnet werden.

Ein Beispiel: vy : P! — P2, (z : y) — (2% : 2y : y?).

Wir betrachten jetzt Unterrdume von L, die aus allen Polynomen aus L bestehen,
die in einem Punkt p € P™ verschwinden:

L-p={feL|f(p)=0}CL.

Induktiv definieren wir dann L —p; — -+ —pg :={f € L | f(pi) =0 Vi} C L fiir
k Punkte p; e P 1 =1,2,...k.

Offenbar gibt es zwei Moglichkeiten, wie L — p aussehen kann. Entweder gilt:
L=L-p & VfeL:f(p)=0
& pe B
& alle Systemhyperflichen gehen durch p.
oder aber:
L2L-p & 3feL:f(p)#0
< p¢BL
& 3 Systemfliche Z p.
Man hat also:
Satz 1.11
p ¢ B, < dim|L| = dim|L — p| + 1.
Ahnlich geht man vor, um ein Kriterium dafiir zu erhalten, ob @7 auf P"\By
injektiv ist. Fiir zwei Punkte @, R € P™\ By, gilt namlich:

0r(Q) = pr(R) < Alle Hyperflichen in P™, die ¢ (Q) enthalten,
enthalten auch ¢r,(R).
& [L-Q/=|L-R
& [L-Q=[L-Q-R|
Es ergibt sich also mit Satz 1.11:

Satz 1.12
oL, : P"\B, — P™ ist genau dann injektiv, wenn fiir alle Q, R € P"\By, gilt:

dim|L — Q — R| = dim|L| — 2.
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Das Linearsystem |3H|

Wir betrachten nun das Linearsystem |3H| = P(Cl[z,y,2]3) auf dem P? ni-
her, da wir es nutzen werden, um kubische Flachen zu erhalten. Offenbar ist
dim C[X,Y, Z]3 = 10, da das allgemeine homogene Polynom a1 X?+as X?Y +---+
a10Z® 10 Koeffizienten hat. Dementsprechend ist dim|3H| = 9 und [3H| =2 P?. Die
System-Kurven sind Kubiken im P2. Genauere Auskunft iiber das Linearsystem
liefert der folgende Satz:

Satz 1.13 (Das Linearsystem |3H| auf P?)

Seien P, ..., Py € P? neun paarweise verschiedene Punkte der projektiven Ebene.
Dann gilt:
a. dim|3H| =9.

b. dim|3H — Py| = 8.

c. dim|3H — P, — P| =T7.

d. dim|3H — P, — P, — Py| = 6.

e. dim|3H — P, — P, — Py — Py| = 5.
f dim|3H — P, — Py — Py — P; — P|

| 5, falls alle 5 Punkte auf einer Geraden liegen,
| 4, falls nicht alle 5 Punkte auf einer Geraden liegen.

8. d1m|3H—P1 _P2_P3_P4_P5_P6|

5, falls alle 6 Punkte auf einer Geraden liegen,
=< 4, falls genau 5 Punkte auf einer Geraden liegen,
3, falls nicht 5 Punkte auf einer Geraden liegen.

Angenommen, keine 5 der Punkte liegen auf einer Geraden. Dann hat man aufer-
dem:

h. dim|3H — P, — P, —Ps— Py — Ps — Ps — P7| = 2.

i dim|3H—P1—PQ—P3—P4—P5—P5—P7—P8|

| 2, falls alle 8 Punkte auf einer Konik liegen,

| 1, falls nicht alle 8 Punkte auf einer Konik liegen.
j. dim|3H—P1—PQ—P3—P4—P5—P6—P7—P8—Pg|

2, falls alle 9 Punkte auf einer Konik liegen,

1, falls 8 Punkte auf einer Konik liegen,

1, falls die 9 Punkte Schnitt zweier Kubiken sind,
0, sonst.
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Beweis: a. haben wir schon gesehen. Um die weiteren 9 Aussagen iiber die Linear-
systeme Ly := [3H — Zle P,k =1,2,...9 zu beweisen, geniigt es, jeweils eine
Kubik zu konstruieren, die zwar in Ly_1, aber nicht in L, enthalten ist, da sich
dann die Dimension jeweils um 1 verringert. Wir suchen also jeweils eine Kubik,
die durch die Punkte Py,..., Py_1 geht, nicht aber durch P;.

Py

p s P R L y
Py Py
P P Ps Py Ps P

(b) () (d) (e) (f)

F

Abbildung 1.18: Kubiken durch Py, ..., P;_1, aber nicht durch Pj.

b. Drei Geraden durch einen Punkt P # P;, die P; nicht enthalten, sind zu-
sammengenommen eine Kubik, die P; nicht enthélt (Abb. 1.18 (b)).

c. Drei Geraden durch P;, die P» nicht enthalten, sind zusammengenommen
eine Kubik, die P, nicht enthalt (Abb. 1.18 (c)).

d. Analog (Abb. 1.18 (d)).
e. Analog (Abb. 1.18 (e)).

f. Sind Py, P, P3, Py auf einer Geraden [, so enthilt (nach Bézout, Satz A.2)
jede Kubik durch diese Punkte schon die komplette Gerade. Hatten die Ge-
rade und die Kubik ndmlich keine Komponente gemeinsam, bestiinde ihre
Schnittmenge nur aus 3 Punkten. Also hat das Linearsystem die Gestalt:
|3H — P, — P, — P3 — Py| =1 - |2H| und es gilt:

Ps €1l = dim |3H—P1—P2—P3—P4—P5|:dim |2H|=5,
P5 ¢l:>d1m |3H—P1—P2—P3—P4—P5|:dim |2H—P5|:4

Sonst liegen Py, P», P3, P, nicht auf einer Geraden. Jetzt kann man wieder
einfach drei Geraden zwischen diesen Punkten wahlen, auf denen P nicht
liegt, um eine Kubik zu erhalten, die Ps nicht enthélt (Abb. 1.18 (f)).

Die weiteren Félle bringen keine wesentlichen neuen Ideen und werden daher hier
nicht vorgefiihrt (s. [Har, 1977] oder [GH, 1994]). O

Ist P, unendlich nah P; (d.h. P, gibt eine Tangenten-Richtung an, in der die Sy-
stemkurven durch P; gehen; s. Abschnitt 1.3 und [Har, 1977, S. 392] oder [GH, 1994,
S. 482] fiir eine ausfiihrlichere Darstellung), so lassen sich die Beweise dhnlich fiih-
ren; nur ist eine Gerade durch P; und P5 zu ersetzen durch eine Gerade, die durch
P; geht und die durch P, vorgegebene Tangentenrichtung hat. Unterpunkt i beno-
tigen wir spéter sogar fiir den Fall, daf Ps und P; sowie P; und P unendlich nah
beisammen liegen (s. wieder [Har, 1977| oder [GH, 1994, S. 483)).
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Bemerkung 1.14 (Satz vom 9. Punkt) Der letzte Unterpunkt dieses Satzes ist
unter dem Namen Satz vom 9. Punkt bekannt:

Seien zwei kubischen Kurven im P? gegenen und seien deren 9 Schnittpunkte
Py, ..., Py, von denen keine fiinf auf einer Geraden und keine 8 auf einer Ko-

nik liegen. Geht nun eine weitere Kubik durch die Punkte Py,...,Ps, so geht sie
auch durch Pjy.

Bemerkung 1.15 (Satz von Pascal) Der Satz vom 9. Punkt wiederum hat ei-
nige interessante geometrische Anwendungen. Zum Beispiel folgt aus ihm sofort
der Satz von Pascal:

Seien Py, ..., Ps € P? sechs verschiedene Punkte auf einer Konik. Bezeichnen wir
die Verbindungsgerade zweier Punkte P; und P; mit TP]-, so liegen die Schnitt-
punkte S1 := PiPs N\ PyPy, Sy := P, Ps N P3Py und S3 := P,Ps N P3Ps auf einer
Geraden (Abb. 1.19).

P P P

P4 P5 P6

Abbildung 1.19: Satz von Pascal

Beweis: Die beiden Kubiken Ci und Co, bestehend aus den drei Geraden P,Ps,
P,Ps und P3P, bzw. P Ps, PP, und P3Ps, gehen ndamlich durch die 9 Punkte
Pi,..., P, 51,59,S53. Die Kubik, die aus der Konik durch Py,..., Ps und der Ge-
raden durch S1 und Sy besteht, mufS daher auch durch den 9. Schnittpunkt von Cy
und Cy, also S3 gehen. S3 liegt daher auf der Geraden; dieser Punkt kann ndm-
lich nicht auch noch auf der Konik liegen, da diese sonst mit C; und Cy 7 Punkte
gemeinsam hdtte, was dem Satz von Bézout (A.2) widerspricht. O

Del Pezzo Flachen

Schauen wir uns nun den Blow-Up des P? in 0, 1, ..., 6 Punkten genauer in
den Féllen an, in denen sich nach Satz 1.13 die Dimension des Linearsystems
immer um eins verringert. Wir werden dazu spéater zwei weitere Punkte P; und Pg
benétigen und brauchen verlangen nach Satz 1.13.i, dafs von diesen acht Punkten
keine fiinf auf einer Geraden und nicht alle sechs auf einer Konik liegen. Das kénnen
wir dadurch sicherstellen, daf von den ersten sechs Punkten keine drei auf einer
Geraden und keine sechs auf einer Konik liegen.

Mit der Vereinbarung ; := Pisr—5%_, Pyl ist offenbar @ : P2—P? injektiv, da
nach Satz 1.13 und Satz 1.12 ¢q injektiv und T'(¢g) = T'(¢g) ist. Da das Bild der
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Kapitel 1. Kubische Flachen 27

Geraden 7 Y(P1), ¢1(n1(P1)), eine Gerade im P® darstellt (Lemma 1.16), die
disjunkt mit dem Bild von ¢y ist, ist auch ¢; injektiv.

Analog geht man in den Fillen ¢;,7 = 2,3,...,6 vor; es ist dann jeweils nur noch
zu zeigen, dafs sich zwei der E; nicht schneiden. Das Lemma 1.17 liefert den Beweis
fiir den Fall von 6 Punkten, den wir spéter fiir kubische Fléchen verwenden werden;
die anderen Fille konnen aber vollig analog nachgewiesen werden.

Lemma 1.16 Fir j € {1,2,...,6} ist E; :== ¢;(n (P,)) C P? eine Gerade fiir
allei < j.

Beweis: Wir betrachten hier nur den uns hauptséchlich interessierenden Fall j =
6. Die Systemkurven sind also Kubiken durch die 6 Punkte. Da fiir jedes ¢ €
{1,2,...,6} jeder Punkt von E; einer Richtung im Punkt P; € P? entspricht,
schneidet die einer glatten Systemkurve zugehorige Hyperebene im P3 E; in genau
einem Punkt. Daher mufs F; eine Gerade sein. O

Lemma 1.17 Sind die 6 Punkte Py,..., Ps des P? in allgemeiner Lage (keine drei
auf einer Geraden und keine 6 auf einer Konik), so sind die ihnen entsprechenden
Geraden E; := ¢¢(P;),i = 1,2,...,6, disjunkt.

Beweis: Nehmen wir an, daf sich E; und Ej; fiir gewisse ¢, € {1,2,...,6},i # j
schneiden. Jede Hyperebene, die durch diesen Punkt geht, entspricht dann in der
Ebene einer Systemkurve (einer Kubik durch die 6 Punkte), die in den Punkten P,
und P; jeweils eine ganz bestimmte Tangentensteigung hat. Finden wir also zwei
Kubiken durch die sechs Punkte, die in P; zwar eine vorgegebene Richtung haben,
in P; aber verschiedene Richtungen haben, haben wir gezeigt, daf dieser Fall nicht
eintreten kann.

Wie wir aber bereits im Anschlufs an Satz 1.13 bemerkt haben, ist die Dimension

des Linearsystems |[3H — P, — --- — Pg| > 1, auch wenn zweimal jeweils zwei der
Punkte unendlich nah beisammen liegen, wenn also in zwei der sechs Punkte eine
beliebige Richtung vorgegeben wird. O

Der Blow-Up P2 des P2 in den 7 = 0, 1, ..., 6 Punkten allgemeiner Lage 1&Rt sich
also in den P%" einbetten. Diese Flichen vom Grad 9 —r im P% 7 sind glatt und
heifsen del Pezzo Fldchen (s. Theorem 24.5., S. 121, in [Man, 1974] oder Korollar
V.4.7. in [Har, 1977]). Fiir kubische Fldchen erhilt man folgendes Diagramm:

p2 V:i=Qr ps
-‘4
e
T YL
P? .

Um den Grad dieser Fliche im P3 zu ermitteln, kénnen wir nach Bézout (A.3)
diese mit einer Geraden (also dem Schnitt zweier Hyperebenen) schneiden und die
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Anzahl der Schnittpunkte zéhlen. Da das Urbild einer Hyperebene wegen der Wahl
des Basissystems eine kubische Kurve durch die 6 Punkte des P? ist und sich zwei
solche Kurven in 3 -3 — 6 = 3 Punkten auferhalb des Basis-Lokus By H-% P =

{Pi,..., Ps} schneiden, erhalten wir:

deg(X) = #w(n *(P*\{P1,...,Ps})) N H N Hy)
= #PN\{P,...,Ps} Na(v ' (H) Nw(v™(Hy))
= 3-3-6=3.

Letztendlich haben wir also gezeigt:

Satz 1.18 (Kubische Flichen als in sechs Punkten aufgeblasener P?)
Sei L das Linearsystem aller ebenen Kubiken durch 6 Punkte Pi,...,Ps € P?,
von denen keine drei auf einer gemeinsamen Geraden und nicht alle sechs auf einer
gemeinsamen Konik liegen, und sei (po,...,p3) € C[Xo,...,X3]3)® eine Basis
von L. Dann lit sich der Blow-Up P? := Bl{pl,___’Pﬁ}(PQ) des P? in diesen sechs
Punkten vermége ¢y, : P2 < P3 in den P3 einbetten und liefert eine kubische
Fliche im P3.

In [GH, 1994, S. 480-489] wird gezeigt, dak die so erhaltenen kubischen Flichen
glatt sind und sogar umgekehrt gilt (auch Clebsch sagt dies schon in [Cle, 1866]):

Satz 1.19
Jede glatte kubische Fliche S C P> kann man durch Aufblasen des P? in sechs
Punkten Pi,...,Ps € P?, von denen keine drei auf einer gemeinsamen Geraden

und nicht alle sechs auf einer gemeinsamen Konik liegen, erhalten, indem man den
Blow-Up vermége des Linearsystems der Kubiken durch die 6 Punkte in den P3
einbettet.

Wir interessieren uns hier nur fiir kubische Flachen mit reellen Koeffizienten:

Korrolar 1.20

Da kubische Flichen mit reellen Koeffizienten unter komplexer Konjugation fix
sind, kénnen wir alle solchen Flichen durch Aufblasen des P? in sechs Punkten
erhalten, von denen je zwei zueinander komplex konjugiert sind.

Sind die 6 Punkte nicht in allgemeiner Lage (liegen also drei auf einer Geraden oder
alle sechs auf einer Konik), so ist @7, : P> — P3 nicht notwendigerweise injektiv
und wir kénnen den Blow-Up des P? in diesen Punkten nicht mehr als Teilmenge
des P? auffassen. Diesen Fall werden wir im letzten Kapitel (S. 74) betrachten;
das Bild dieser Abbildung im P? ist némlich immer noch eine kubische Fliiche, hat
allerdings Singularitdten.
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Die 27 Geraden

In Satz 2.4 auf Seite 34 wird gezeigt, dak auf einer glatten kubischen Flache genau
27 Geraden liegen. Diese konnen mit der hier vorgestellten Theorie sehr einfach
angegeben werden:

Satz 1.21 (Die 27 Geraden)
Auf jeder glatten kubischen Fliache gibt es 27 Geraden. Bezeichnen wir mit (Q; C
P2%i=1,2,...,6 die Konik durch die 5 Punkte { Py, ..., Ps }\{P;} und mit [;; C P?
die Gerade durch die beiden Punkte P; und Pj, i,j = 1,2,...6 1 # j, so sind dies:
o Ei:=aq;:=v(r }(P)) CP3 i=1,2,...,6, (6 Geraden)
e Ci:=b:=v(Q;)CP3 i=1,2,...,6, (6 Geraden)
o Lij:=cij:=v(l) CP3 i,j=1,2,...,6, i#75. (15 Geraden)
Beweis: Es ist nur noch zu zeigen, daft die aufgefithrten Kurven wirklich Geraden

sind. Hierzu verwenden wir sowohl den Satz von Bézout fiir Kurven im P? (A.2)
als auch dessen Version im P3 (A.3).

E;: Das haben wir schon in 1.16 gesehen.
C;: Der Grad der Kurve Cj ist:
deg(Ci) = #(w(r'(Q:) N H)

= #(Qinv (H)N(P*\P,...,F))
= 3.2-5=1,

da Q; durch genau 5 der 6 Punkte geht.

L;j: Der Grad der Kurve L;; ist:
deg(Lij) = #(v(x~'(lij)) N H)

= #(li;Nv ' (H) N (P\Py,...,FP))
= 3.1-2=1,

da l;; durch genau 2 der 6 Punkte geht.

O

Beachtet man, daf die exzeptionellen Geraden FE; genau aus den Richtungen in
dem jeweiligen Punkt in der Ebene bestehen, findet man schnell die Schnitt-
Eigenschaften der 27 Geraden.

Satz 1.22 (Konfiguration der 27 Geraden)
Fiir die 27 Geraden, wie sie in 1.21 gegeben wurden, gilt:
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eaNaj=0Vij=12,...,6, i#3j.

o biNbj=0Vij=1,2....6 i#;j
ea;Nb;=0Vi=1,2,...,6.

® a;Nb; = ein Punkt, Vi,j =1,2,...,6, i # j.

e cij Ncix = 0 fiir paarweise verschiedene i,j,k =1,2,...,6.

® ¢ Ncy = ein Punkt, fiir paarweise verschiedene i,j,k,1 € {1,2,...6}.

Beweis: Das gesamte ndchste Kapitel handelt von dieser Geraden-Konfiguration
(s. insbesondere Abschnitt 2.2.2 ab Seite 36); wir fithren den Beweis daher hier
nicht durch. O
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Kapitel 2

Die 27 Geraden auf einer
kubischen Flache

Hendersons Buch [Hen, 1911] iiber die 27 Geraden auf einer kubischen Fliche ist
eine nahezu unerschopfliche Quelle von Informationen iiber dieses Thema. In An-
lehnung an dieses Buch werden wir in diesem Kapitel zunéchst die Eigenschaften
kubischer Flichen herausarbeiten, die nétig sind, um erstens die Existenz und An-
zahl der Geraden und zweitens die Inzidenzrelationen zwischen den 27 Geraden zu
verstehen.

Schléflis Doppel-Sechs-Notation, die dabei vorgestellt wird, werden wir im weiteren
Verlauf dieser Arbeit meist verwenden, um die Geraden zu bezeichnen. Durch die
hier gew#hlte Herangehensweise werden wir auferdem das ebenfalls fiir den Rest
der Arbeit wichtige Versténdnis fiir die Verhédltnisse zwischen den 27 Geraden und
den 45 Tritangentialebenen aufbauen.

Den Abschluf dieses Kapitels bildet ein Abschnitt iiber die Automorphismengrup-
pe der 27 Geraden. Diese ist zwar implizit schon durch die Doppel-Sechs-Notation
gegeben; die abstrakte Betrachtung der Gruppe bringt allerdings noch weitere Ei-
genschaften zu Tage, wie zum Beispiel die Erkenntnis, daf das Problem, fiir eine
allgemeine kubische Flache, die nicht in einer besonderen Form gegeben ist, die 27
Geraden zu bestimmen, nicht durch Radikale 16sbar ist.

2.1 Die 27 Geraden auf einer kubischen Flache

Es gibt viele Méglichkeiten nachzuweisen, dafs auf einer glatten kubischen Fléche
27 Geraden liegen. Weifs man beispielsweise, daft man bis auf Isomorphismus jede
glatte kubische Fliche als Blowup des P? in 6 Punkten allgemeiner Lage erhalten
kann (Satz 1.19), so liegen darauf laut Satz 1.21 mindestens 27 Geraden; daf es
auch nicht mehr sind zeigt dies allerdings noch nicht.
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Clebsch stellt in [Cle, 1861c] vor, die auf einen Schlag die 27 Geraden liefert und
auch zeigt, da® es nicht mehr geben kann. Er gibt dort eine Kovariante (11n—24)ter
Ordnung an, deren Schnitt mit einer Fliche vom Grad n aus den Punkten besteht,
in denen eine vierpunktige Beriithrung einer Tangenten méglich ist: F' = © —4AT =
0, wobei ©, A und T gewisse Determinanten sind. Im Fall kubischer Flichen erhilt
man so eine Kurve vom Grad (113 — 24) - 3 = 27. Da auf kubischen Flichen aber
nach Bézout (A.3) eine vierpunktige Beriihrung einer Tangenten in einem Punkt
nur moglich ist, wenn diese Tangente komplett in der Fliache enthalten ist, besteht
die ganze Kurve vom Grad 27 aus 27 Geraden — und es gibt auch nicht mehr
Geraden auf der Fliche.

Obwohl dies auf einen Schlag die Existenz aller 27 Geraden liefert, wihlen wir hier,
wie auch Henderson, die sehr anschauliche Vorgehensweise Salmons, da dadurch
einiges zum Verstdndnis kubischer Flachen beigetragen wird. Von einer Geraden
L auf einer kubischen Fliche {f = 0} ausgehend, zéhlen wir alle Geraden auf der
Fldche. Hierzu zeigen wir, daf durch L genau 5 Tritangentialebenen gehen; die
Summe von 27 Geraden wird sich dann durch einfaches Nachzdhlen ergeben.

Lemma 2.1 Auf einer kubischen Fliche liegt mindestens eine Gerade.

Beweis: Ein in der Literatur normalerweise benutztes Dimensionsargument (s. z.B.
Hendersohn [Hen, 1911], §1) dhnlich dem bei Lemma 2.6, S. 35 angefiihrten, ist
leider kein korrekter Beweis. Wir wollen uns mit dem Hinweis auf Satz 1.21 und
die eben erwihnte Kovariante neunten Grades begniigen. Auch Miles Reid fiihrt in
[Rei, 1988] einen sehr elementaren Beweis der Existenz einer Geraden vor; wegen
seiner Lénge und da er keine neuen Einblicke gewéhrt, werden wir aber auch diesen
hier nicht vorfithren. i

Lemma 2.2 Durch eine Gerade L auf einer kubischen Fliche {f = 0} gehen
genau 5 Tritangentialebenen. Ist die Flache glatt, so sind diese alle verschieden.

Beweis: Um die Tritangentialebenen durch L zu zdhlen, wahlen wir die Koordi-
naten so, daff die Gerade geschrieben werden kann als L = {z3 = z4 = 0}, mit
homogenen Koordinaten (z1 : o : 3 : £4) des P3. Dann kann f = 0 geschrieben
werden als 23U + x4V = 0 mit Quadriken U und V. Da eine Ebene durch L durch
die Gleichung x3 = px4 beschrieben wird, setzen wir dies in die obige Gleichung
ein, dividieren durch z4 und erhalten: g := puU 4+ V. Da

Lo SR s L s 71
E qTq Ty T3 Ty,
al=2

E HaB aa-'lf(lll a:gzz agtaq

al=2

und Entsprechendes fiir V gilt, haben wir schlieflich:

g= 3" 1 (uaq + bo)afi e,
la|=2
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Tabelle 2.1: Die fiinf Tritangentialebenen durch eine Gerade.

Eine Quadrik a X? + 2bXY 4 c¢Y? 4+ 2dX Z +2eY Z + f Z? zerfillt aber genau dann

in zwei Geraden, wenn die entsprechende Bilinearform degeneriert (s. [Rei, 1988,
S. 14]), wenn also

d

det e | =0.

Qo e

b
c
e f

In unserem Fall sind a, b und c¢ lineare Funktionen in u, d und e quadratische und
f eine kubische. Dies liefert eine Gleichung vom Grad 5 in u. Es gibt also 5 Werte
flir u, fiir die die Ebene x3 = pux4 eine Tritangentialebene ist. Anders ausgedriickt
gehen durch eine gegebene Gerade auf einer kubischen Fliache genau 5 Tritangen-
tialebenen, wenn man mit entsprechenden Multiplizitdten z&hlt. Miles Reid zeigt
in [Rei, 1988, S. 107], daf diese fiinf Ebenen im glatten Fall alle verschieden sind
(s. auch [Kle, 1873, §9]). O

Zum Beweis des anschlieffenden Satzes bendtigen wir noch das folgende Lemma:

Lemma 2.3 Treffen sich auf einer glatten kubischen Fldche zwei oder mehr Ge-
raden in einem Punkt, so liegen alle diese Geraden in einer gemeinsamen Tritan-
gentialebene (daher gehen also mazimal drei Geraden durch einen Punkt).

Beweis: Durch einen Punkt P einer glatten kubischen Fliche geht eine eindeutige
Tangentialebene. Eine Gerade durch P muf nun aber auch in dieser tangierenden
Ebene liegen. Daher liegen alle Geraden durch P in einer gemeinsamen Ebene. O

Dieses Lemma macht klar, daft es etwas Besonderes ist, wenn sich drei Geraden
in einem gemeinsamen Punkt auf einer kubischen Fléche treffen, wenn die Fléche
also einen Eckardt-Punkt hat (s. Definition 1.6). Es gibt iibrigens maximal 10
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solcher Eckardt-Punkte auf einer glatten kubischen Fléche; eine Fliche mit dieser
Eigenschaft ist die Diagonalfliche von Clebsch (s. Abschnitt 4.4.1 auf S. 94).

Jetzt haben wir geniigend Fakten gesammelt, um die zentrale Aussage dieses Ka-
pitels zu beweisen:

Satz 2.4 (27 Geraden)
Auf einer glatten kubischen Fliche f = 0 liegen genau 27 Geraden.

Beweis: Da auf einer kubischen Fliche mindestens eine Gerade L liegt (Lemma
2.1), kénnen wir das eben bewiesene Lemma 2.2 benutzen. Es gibt also 5 Tri-
tangentialebenen durch L und somit auch 5 Dreiecke, die L als Kante enthalten.
Dasselbe Argument 148t sich auf jede Gerade anwenden. Fixieren wir nun eine Tri-
tangentialebene F, so trifft F also genau 4 -3 = 12 andere Tritangentialebenen in
einer ihrer drei Geraden, und jede dieser enthilt wiederum zwei weitere Geraden.
Neben den 3 Geraden auf F gibt es also 2-12 Geraden; diese sind alle verschieden,
da sich sonst auf F drei Geraden in einem Punkt treffen wiirden, die nicht in einer
Ebene liegen - was wegen Lemma 2.3 nicht mdglich ist. Somit liegen insgesamt
somit 27 Geraden auf der Fléche.

Um einzusehen, daf es auch nicht mehr als diese 27 Geraden gibt, sei g eine be-
liebige Gerade auf f, die nicht in F enthalten ist. g schneidet £ in einem Punkt
- und zwar in einem Punkt, der auf einer Geraden e liegt, die E aus der Fliche f
schneidet, da EN f nur genau aus drei Geraden besteht. Die Ebene, die von g und
e aufgespannt wird, ist aber schon eine der eben betrachteten Tritangentialebenen.
Wir haben g also eben schon mitgezahlt. O

Ahnlich sieht man ein, daf eine Gerade L von genau 5-2 anderen getroffen wird, 2
pro Tritangentialebene durch L. Gébe es ndmlich noch eine weitere Gerade g, die
L schneidet, so wire die Ebene, die von L und g aufgespannt wird, ebenfalls eine
Tritangentialebene (da auf ihr ja schon zwei Geraden liegen, also sogar drei), was
nicht moglich ist.

Wenn sich alle 27 Geraden paarweise schneiden wiirden, gdbe es (227) = 351 Schnitt-
punkte. Da aber jede Gerade nur von 10 anderen getroffen wird, verbleiben 16
Geraden, die sie nicht schneiden. Es gibt also @ = 216 Geradenpaare, die sich
gegenseitig nicht schneiden, so daf man insgesamt auf 135 Schnittpunkte kommt.
Auch hierzu hat Clebsch in einer seiner Arbeiten eine Flache angegeben, deren
Schnitt mit der Menge der 27 Geraden genau aus diesen 135 Schnittpunkten be-
steht: [Cle, 1864].

Jeweils drei dieser Schnittpunkte definieren eine Tritangentialebene E (s. Abbil-
dung 2.1). Nach Lemma 2.3 miifite eine weitere Gerade durch einen der Dreiecks-
Punkte ndmlich ebenfalls in der Ebene des Dreiecks liegen, was, wiederum nach
Bézout, nicht moglich ist. Man hat also:

Satz 2.5 (Existenz der 45 Tritangentialebenen)
Es gibt 45 Tritangentialebenen. m|
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Abbildung 2.1: Durch den Eckpunkt eines Dreiecks geht keine weitere Gerade.

2.2 Notationen

2.2.1 Salmons Notation der 27 Geraden

Lemma 2.6 Die Gleichung einer glatten kubischen Fliche kann auf die kanoni-
sche Form uvw — én( = 0 gebracht werden, wobei u,v,w,&,n,( lineare homogene
Polynome in den Variablen X1,...,Xy sind.

Beweis: Wie schon zuvor angedeutet, geben wir hier keinen echten Beweis; das fol-
gende Dimensionsargument soll geniigen. Die allgemeine Gleichung der kubischen
Fldche hat 19 unabhéngige Konstanten. Da die linearen Polynome wu,v,w,&,n,(
genau 3 - 6 = 18 unabhéngige Konstanten beinhalten und implizit eine Konstante
in einem der Faktoren uvw bzw. £n¢ enthalten ist, enthélt die Form uvw —&n¢ = 0
ebenfalls 19 Konstanten. Daher kann die allgemeine Gleichung der kubischen F14-
che so dargestellt werden. |

Hendersohn stellt in ([Hen, 1911], §15) auf sehr anschauliche Weise dar, daf das
Problem der Reduktion einer Kubik auf die obige Form auf 120 Arten mdglich ist.
Wir werden diese kanonische Form hier allerdings nur nutzen, um eine mogliche
Notation der 27 Geraden zu erldutern.

Betrachten wir hierzu also eine kubischen Fléiche ace — bdf = 0, wobei a, b, ¢, d, e, f
lineare homogene Polynome sind. Bezeichnen wir die Schnittgerade der Ebenen
a = 0 und b = 0 mit ab etc., so sehen wir, daft die Flache die neun Geraden
ab,ad,af,cb,cd,cf,eb,ed,ef enthilt.

Sei a = pb nun die Gleichung einer Tritangentialebene durch die Schnittgerade
der Fléchen a und b (jede solche, die verschieden von a ist, 1a8t sich so schreiben).
Setzen wir diese in die Gleichung der Fléche ein, so erhalten wir pybce —bdf = 0 und
sehen, daf die Ebene a = ub die Fliche in den gleichen beiden weiteren Geraden
trifft wie den Hyperboloid uce — df = 0. Eine Ebene kann aus einem Hyperboloid
aber nur zwei Geraden ausschneiden, die zu unterschiedlichen Geradenfamilien ge-
horen (s. Abb. 2.2, [Sal, 1879, §§108-114], sehr anschaulich ist [HCV, 1932, §§2,3]):
Auf einem Hyperboloid liegen zwei Familien aus jeweils unendlich vielen Geraden,
von denen jede genau alle Geraden der anderen Familie schneidet. Eine der beiden
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Geraden auf der Ebene a = pb trifft also die zwei Geraden cd und ef aus dem
einen Biindel, die andere c¢f und ed aus dem anderen Biindel.

Abbildung 2.2: Die Geraden cd, ef (griin) und cf, ed (gelb) auf dem Hyperboloid
uce —df = 0.

Die restlichen 18 Geraden konnen wir dementsprechend nach den Geraden, die
sie schneiden, bezeichnen: diejenige Gerade, die ab, cd und ef trifft, notieren wir
ab.cd.ef. Da p in den obigen Ausfiihrungen drei Werte annehmen kann, gibt es
drei Geraden, die ab, cd und ef schneiden. Letztendlich kénnen wir die 27 Ge-
raden also, wenn wir diese Argumentationen auf die anderen Ebenen {ibertragen,
folgendermafen notieren:

Notation 2.7 In Salmons Notation bezeichnen
ab,ad, ... ef

die ersten neun Geraden und

(ab.cd.ef)i, (ad.cf.eb);, (af.cb.ed);,
(ab.cf.ed);, (ad.cb.ef);, (af.cd.eb);,

1=1,2,3, die weiteren 18.

2.2.2 Schliflis Doppel-Sechs-Notation

Salmons Notation war die erste, die fiir die 27 Geraden gegeben wurde, allerdings
nicht die praktikabelste. Schon 1858 entdeckte Schlifli die von ihm so genann-
te Doppel-Sechs-Konfiguration ([Sch, 1858]). Die darauf basierende Notation hat
den grofen Vorteil, daf man die Inzidenzen zwischen den einzelnen Geraden so-
fort ablesen kann und daf die Notation von einer einmal gewdhlten Doppel-Sechs
eindeutig abzuleiten ist.

Betrachten wir die folgenden, in Salmons Notation geschriebenen, 2 - 6 Geraden:

ab, cd, ef, (ad.cf.eb)1, (ad.cf.eb)2, (ad.cf.eb)s,
cf, eb, ad, (ab.cd.ef);, (ab.cd.ef)2, (ab.cd.ef)s.
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In diesem Schema schneiden sich weder Geraden der ersten noch der zweiten
Zeile untereinander, wie man sich leicht anhand der Konstruktion der Geraden
(ab.cd.ef); iiberlegen kann. Auferdem schneiden sich zwar zwei iibereinander ste-
hende Geraden nicht, ansonsten schneidet eine Gerade aber alle in der jeweils an-
deren Zeile stehenden Geraden. Zur Verdeutlichung der Inzidenzen sind im obigen
Schema die Geraden hervorgehoben, die die Gerade ab treffen.

Notation 2.8 Fin System von 2 -6 Geraden

ai, a2, a3z, a4, a5, Oag,
bl, an b3a b4a b55 b65

heifit Doppel-Sechs, falls es die eben beschriebenen und in Tabelle 2.2 dargestellten
Inzidenzen aufweist.

al; | az | a3 | a4 | as | Qg

b1
by
bs
by
bs
bs

Tabelle 2.2: Inzidenzschema einer Doppelsechs

Abbildung 2.3: Eine Doppel-Sechs auf einer kubischen Fliche

Ausgehend von einer solchen Doppel-Sechs auf einer kubischen Fléche, dargestellt
in der Abbildung 2.3, ist es nun méglich, die komplexe Symmetrie aller 27 Geraden
in einer eindeutigen und einfachen Form darzustellen.
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Kehren wir aber kurz nochmals zur in Salmons Notation geschriebenen Doppel-
Sechs zuriick, sehen wir, daft die Geraden ab, cb und eb alle in der selben Ebene,
ndmlich b liegen; und dies sind die einzigen Geraden, die in dieser Ebene liegen.
Entsprechendes gilt fiir ¢b, c¢d und cf, die alle in der Ebene ¢ liegen. Daher muf
also die Gerade, die in der selben Ebene wie ab und eb liegt, identisch sein mit
jener, die in der selben Ebene wie cd und cf liegt, eben die Gerade cb.

In der neuen Notation werden wir die dritte Gerade in der Ebene, die von aq
und by aufgespannt wird, c¢12 und das Dreieck, das diese drei Geraden bilden, Aqs
notieren. Das Dreieck, das cio mit ay und by bildet, bezeichnen wir entsprechend
mit Agl.

Wir haben also (g) = 15 Geraden ¢;j, von denen jede von den 12 Geraden ay, b; nur
genau die vier Geraden a;, b;, aj, b; schneidet. Wiirde némlich ¢ eine andere der

C12
a3

: ‘»

Abbildung 2.4: ag trifft nicht cio

acht Geraden a3, a4, as, ag, b3, bs, bs, bg, beispielsweise ag, schneiden (s. Abb. 2.4),
so wiirden (da as nach Voraussetzung b; und by schneidet) asz, by und cj2 sowie
a3, ba und ¢ in jeweils einer Ebene liegen. Diese beiden Ebenen hitten aber die
beiden Geraden c¢13 und as gemeinsam, waren also identisch; demnach miifiten sich
b1 und by schneiden, was aber nach Voraussetzung iiber die Inzidenzen innerhalb
einer Doppel-Sechs-Konfiguration nicht der Fall ist.

Betrachten wir nun Schnitte der ¢;; untereinander, so sehen wir, daf sich zwei ¢;;,
die einen Index gemeinsam haben, nicht schneiden. Nehmen wir ndmlich beispiels-
weise an, daf sich ¢19 und c;3 schneiden. Dann spannen diese beiden Geraden eine
Ebene auf, in der a1 und by liegen; a1 und b; miifiten sich also schneiden, was den
Eigenschaften der Doppel-Sechs widerspricht.

Da durch eine Gerade c;; aber, wie in Lemma 2.2 gezeigt wurde, fiinf Tritangen-
tialebenen gehen, muf diese Gerade noch von sechs anderen Geraden geschnitten
werden. Da die meisten bereits ausgeschlossen wurden, bleiben nur noch genau die
sechs Geraden ¢y, k,l # 1, j librig. Diese bilden also in Zweier-Paaren die restlichen
drei Tritangentialebenen durch c¢;;. Zusammenfassend ergeben sich also folgende
Inzidenzen:
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Eigenschaften 2.9 Fir paarweise verschiedene ,5,k,l =1,2,...,6, gilt:
e c;; schneidet a;, b; und aj, b;,
® Cij = Cji,

® c;; schneidet cyy,

e c;; schneidet nicht cy,

e Das Dreieck A;j ist nicht identisch mit Aj;.
Das komplette Inzidenzenschema ist in Tabelle 2.3 auf Seite 40 dargestellt.

Hieraus sieht man sofort, daf es 2 - (g) = 30 Dreiecke der Form Ajp und 5-3 =15
Dreiecke der Form cj9, ¢34, 56, kurz 12.34.56 geschrieben, gibt. Letzteres sieht man
ein, wenn man bedenkt, dafs es zu einer Geraden c1; genau %(3) = 3 Moglichkeiten
gibt, diese zu einem Dreieck der zweiten Form zu erginzen.

Vergessen wir nun fiir kurze Zeit, dal die 2-6 Geraden der Doppel-Sechs auf einer
kubischen Fliche liegen und betrachten wir sie nur als Geraden im P? mit einer be-
stimmten Schnitt-Konfiguration. Es gilt der folgende interessante Satz ([Sch, 1858,
S. 214 der Gesammelten Abhandlungen]):

Satz 2.10 (Das Doppel-Sechs-Theorem)

Seien a, b, ¢, d, e fiinf Geraden, die die selbe Gerade X treffen; dann kénnen je vier
der fiinf Geraden geschnitten werden von einer anderen Geraden. Seien A, B, C, D
bzw. E die anderen Geraden, die (b,c,d,e), (c,d,e,a), (d,e,a,b), (e,a,b,c) bzw.
(a,b,c,d) treffen. Dann werden A, B,C, D und E alle von einer anderen Geraden
x getroffen, so dafl man die folgende Doppel-Sechs-Konfiguration erhélt:

a b ¢ d e f
A B C D FE F

An der zitierten Stelle fragt Schléfli den Leser, ob fiir dieses Theorem ein Beweis
existiere, der unabhéngig von der Theorie der kubischen Fliachen sei, da er selbst
keinen solchen kannte. Und tatsdchlich dauerte es lange, bis elementare Beweise
gefunden wurden (fiir Referenzen und einen Beweis s. [Hen, 1911, S. 14 ff]).

Hilbert und Cohn-Vossen betrachten die Doppel-Sechs in [HCV, 1932, §25] im
Rahmen der Ausfiihrungen iiber Konfigurationen. Sie stellen dort eine besonders
iibersichtliche Konstruktion einer Doppel-Sechs vor, bei der auf jeder Seitenfliche
eines Wiirfels sowohl eine Gerade a; als auch eine Gerade b; verlaufen. In der Ab-
bildung 2.5 ist die komplette Konfiguration dargestellt - Geraden a; griin, Geraden
b; rot gefdrbt; Schnitte zwischen Geraden sind durch kleine Kreise hervorgehoben.
Auf der Internet-Seite [vSL, 2000] ist diese Konstruktion mit einem interaktiven
Geometrie-Programm umgesetzt worden, so daft man dort die Geraden auf den
Wiirfelseiten verschieben und die Konfiguration noch besser verstehen kann:
http://enriques.mathematik.uni-mainz.de/csh/mathback/doublesix.html.
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Tabelle 2.3: Inzidenzschema der 27 Geraden

40




Kapitel 2. Die 27 Geraden auf einer kubischen Fléche 41

Abbildung 2.5: Eine Doppel-Sechs-Konfiguration

2.3 Uber die Gruppe der 27 Geraden

2.3.1 Uberblick

Die Gruppe G derjenigen Permutationen der 27 Geraden einer glatten kubischen
Fléiche, die die Inzidenzrelationen der Geraden beibehalten (die Flache selbst bleibt
hier also vollig unbeachtet), wurde im Laufe der Jahre ausgiebig studiert. Es sind
daher sehr viele Moglichkeiten bekannt, diese Gruppe zu beschreiben, von denen
wir in diesem Abschnitt einige kurz vorstellen und auf weiterfithrende Literatur
verweisen.

Schon 1869 zeigte Jordan, dalt G die Ordnung 51.840 und eine einfache Untergrup-
pe H vom Index 2 besitzt ([Jor, 1957, S. 316-319]), die ihrerseits keine Untergruppe
vom Index kleiner als 27 enthélt. Dies ist der Grund dafiir, daf zur Ermittlung
der Geraden eine Gleichung vom Grad 27 geldst werden muf, da G auch isomorph
zur Galois-Gruppe der Gleichung ist, deren Nullstellen die 27 Geraden einer gege-
benen kubischen Fléiche liefern. In [Dic, 1901, S. 303-307] betrachtet auch Dickson
die Gruppe G, ausgehend von nur zwei Eigenschaften {iber die Inzidenzen der von
jeweils drei der Geraden gebildeten Dreiecke. Er liefert dort nicht nur die Ord-
nung von G und die Existenz der Index-2-Untergruppe H, sondern auferdem eine
umfangreiche Auflistung von zu H bzw. zu G isomorphen Gruppen und von Un-
tergruppen von H und G.

B. Segre wihlt spéter in [Seg, 1942] eine ganz andere Herangehensweise. Zunéchst
beschreibt er eine interessante Moglichkeit, die 27 Geraden in die Ebene abzubilden
und nutzt diese dann aus, um die Gruppe der 27 Geraden zu studieren. Dies wird
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dadurch vereinfacht, dafl Inzidenzen der Geraden aus der ebenen Darstellung sofort
ablesbar sind.

In der moderneren Theorie behandelt man G meist als Weyl-Gruppe W (Eg) des
Wurzelsystems' Eg, da hierdurch die del Pezzo-Flichen gemeinsam studiert wer-
den konnen ([Man, 1974, §§25,26]) und die glatten kubischen Fléchen nur einen
Spezialfall darstellen (fiir diesen s. auch [Hun, 1996, S. 223-234]).

2.3.2 Ordnung 51.840 und Isomorphie zu W (FEj)

In [Har, 1977, Prop. V.4.10] zeigt Hartshorne, dak jede beliebige Menge von 6 ver-
schiedenen, sich gegenseitig nicht schneidenden (windschiefen) Geraden auf einer
glatten kubischen Fliache die Rolle der 6 exzeptionellen Geraden a; ibernehmen
koénnen. Andert man die Namensgebung also, so daf die 6 neu gewihlten Geraden
jetzt a; heifen, so dndern sich die Inzidenzrelationen nicht. Andererseits sind die
Namen der restlichen 21 Geraden eindeutig durch die a; bestimmt: ¢;; ist die ein-
deutige Gerade, die a; und a;, aber sonst kein a, trifft, b; ist die eindeutige Gerade,
die alle a; aufer a; trifft (s. Tabelle 2.3 auf Seite 40).

Fiir jedes 6-Tupel von paarweise windschiefen Geraden existiert also ein eindeutiger
Automorphismus (eine Permutation, die die Inzidenzrelationen nicht &ndert) der
27 Geraden, der die a; auf die neu gewdhlten 6 Geraden abbildet. Berechnen wir
nun die Anzahl der Mdglichkeiten, 6 paarweise windschiefe Geraden zu wahlen, so
ergibt sich: es gibt 27 Moglichkeiten fiir a1, dann (da jede Gerade genau 10 andere
trifft) 27— 10— 1 = 16 fiir a9, 16 —5— 1 = 10 fiir a3 (da a7 und ay genau 5 gleiche
Geraden treffen und daher ag genau fiinf noch nicht ausgeschlossene Geraden trifft),
10-3—-1=6fliraq, 6 —3—1=2fiir a5 und 2 — 1 =1 fiir ag. Insgesamt hat G
also die Ordnung: 27-16-10-6-4-2-1=27-3%.5 = 51.840.

Aus den obigen Ausfiihrungen ersieht man auch sofort, dak G transitiv auf den 27
Geraden operiert, d.h. daf zu zwei vorgegebenen Geraden [1,[s ein g € G existiert,
das I1 auf [ abbildet.

Um nun die Struktur von G zu ermitteln, zeigen wir, daf ein surjektiver Homo-
morphismus ¢ : G — W (Es) existiert. Da die Ordnung der Weyl-Gruppe W (Eg)
des Wurzelsystems Eg ebenfalls 51.840 ist ([Bou, 1968, Abschnitt VI.4.12.(X), S.
219]), ist dann ¢ sogar ein Isomorphismus.

Um ein solches ¢ zu konstruieren, miissen wir zunéchst kurz die Weyl-Gruppe
W (Eg) beschreiben. Es zeigt sich, daf W (Eg) isomorph zur Cozeter-Gruppe ist,
die dem in Abb. 2.6 dargestellten Cozeter-Graph zugeordnet ist (s. u.a. [Bou, 1968,
Théoréme VI.4.1, S. 193]%). Jeder Knoten des Graphen reprisentiert dabei einen

![Bou, 1968| liefert alles Wesentliche zu Weyl-Gruppen von Wurzelsystemen (und Tits-
Systemen) und fungiert fiir die meisten Autoren als Referenz zum Thema. Eine relativ knap-
pe Abhandlung von Wurzelsystemen ist [Ser, 1966, Kap. V]. [Suz, 1982, Kap. 3, §§3,4] stellt
zwar einen guten Einstieg in Coxeter-Gruppen dar, behandelt aber nur Weyl-Gruppen von Tits-
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Abbildung 2.6: Coxeter-Graph der Weyl Gruppe W (Fjg)

Erzeuger z; der Gruppe (z¢ sei der untere) und es gelten die Relationen: 27 = 1V 4,
(zizj)> = 1, falls die Knoten i und j nicht durch eine Kante verbunden sind
und (z;z;)® = 1, falls die Knoten i und j durch eine Kante verbunden sind. Die
dem Graph zugeordnete Coxeter-Gruppe ist also eine Gruppe, die durch Elemente
der Ordnung zwei erzeugt wird, die gewisse Relationen erfiillen. Beispielsweise
ist die symmetrische Gruppe Xg isomorph zur dem Coxeter-Graph in Abb. 2.7
zugeordneten Coxeter-Gruppe, da ¥g von den 5 Involutionen (12),(23),...,(56)
erzeugt wird.

O—0O0—"—0—"0C—"0

Abbildung 2.7: Coxeter-Graph der symmetrischen Gruppe X5

Kommen wir nun zur Gruppe G. Wie oben beschrieben kénnen wir eine Permu-
tation der 27 Geraden angeben, indem wir sagen, wie sie auf den 6-Tupeln der
exzeptionellen Geraden operiert. Wir notieren die Permutation, die die Geraden
an der i-ten und der j-ten Stelle vertauscht (¢5) fiir alle 4,5 = 1,2,...,6,7 # j. Es
gilt also beispielsweise:

(12)((0'1’0'2’ as, a4, as, a'ﬁ)) = (02, ai, a3, a4, as, a’G)'

Die auf (a1, a2, a3, a4, a5, ag) wie folgt definierte Permutation ,

71'((0/1, az,as,a4,0as5, G/6)) = (6237 C13,C12, 04, As, 0’6)7

ersetzt im Allgemeinen die 1. Gerade durch die eindeutige Gerade, die die 2. und
3. Gerade trifft, die 4., 5. und 6. Gerade aber nicht trifft und die 2. und 3. Gerade
durch entsprechende Geraden.

Um einzusehen, daff diese sechs Permutationen (12), (23), (34), (45), (56), 7 die dem
Coxeter-Graph in Abb. 2.8 zugehorige Gruppe erzeugen, miissen wir die Relationen
zwischen ihnen iiberpriifen.

Systemen, nicht von fiir uns wichtigeren Wurzelsystemen.

’Die dortige Klassifikation der Coxeter-Systeme bzw. die Klassifikation der Wurzelsysteme
(Théoréme VI.4.3) erklirt auch die Bezeichnung Eg. Die 6 steht fiir die Anzahl der Knoten

des Graphen und das E ergibt sich durch die Durchnummerierung aller méglichen Typen von
Graphen. E ist also der Graph vom 5. bzw. E. Typ mit 6 Knoten.
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(12) (23) (34 (45) (36)
O—0O0—0O—"0—"20

@)
O
Abbildung 2.8: Coxeter-Graph der Gruppe G

Da die Permutationen (12),...,(56) offenbar Elemente der Ordnung zwei sind,
muf diese Eigenschaft nur noch fiir 7 nachgewiesen werden. w bildet a7 auf die
eindeutige Gerade ca3 ab, die die zweite der sechs Geraden, ao, und die dritte, ag,
aber sonst keine der sechs Geraden trifft. Umgekehrt wird co3 = 7(aq) also auf die
eindeutige Gerade a; abgebildet, die die zweite der sechs Geraden, ¢13 = 7(a2), und
die dritte, c12 = 7(a3), aber sonst keine der sechs Geraden trifft. Da Entsprechendes
fiir ¢1o und ¢;3 gilt, haben wir 72 = 1 gezeigt.

Die Relationen ((12)(13))3 = 1 etc. sowie ((12)(34))2 = 1 etc. sind klar. Wir
haben daher nur noch die Relationen zwischen den Permutationen (ij) und 7 zu
untersuchen. Betrachten wir zunéchst (34)7:

(34) s
(alaa2,a35a4aa5aa6) - (alaa25a4aa3,a5aa6) -

34 e
(024,614,012,03,05,66) (—)’ (024,614,03,612,(15;06) -

34 T
(23, €13, 04, C12, G5, G6) (—)> (23,13, 12, G4, 05, a6) —>

(ab az,as, a4, a5, a’6)'

Es gilt also: ((34)7)3 = 1. Zuletzt miissen wir nun noch sehen, daf ((ij)7)? =
1V (ij) # (34); dies geschieht aber ganz analog.

Da wir nachgewiesen haben, daf nicht ((34)m)? = 1 etc. auftreten kann, bestehen

zwischen den Permutationen (12),...,(56) und 7 keine weiteren Relationen?.

Letztendlich haben wir gesehen, daf die Permutationen (12),...,(56) und 7 genau
die geforderten Relationen erfiillen, so daf sie eine Gruppe G’ C G erzeugen, die
isomorph zur Weyl-Gruppe W (FEjg) ist. Ein Vergleich der Ordnungen zeigt nun
aber, daf G’ = G ist und somit der Homomorphismus ¢ : G — W (Es), definiert

3Fiir einen Gruppentheoretiker mag dies offensichtlich sein. Um es aber noch etwas klarer
zu machen, folgen hier noch ein paar Hinweise: Wegen der Beziehungen (12)* etc. kénnen alle
Relationen der Form (12)°(23)? etc. auf Produkte zuriickgefiihrt werden, die die Erzeuger nur in
erster Potenz enthalten. Solche wiederum konnen durch geschicktes Einschieben von (12)(12)~! =
(12)(12) etc. oder Ausnutzen von (12)(34) = (34)(12) etc. verkiirzt werden; beispielsweise hat
man: (12)(45)(12)(34) = (12)(12)(45)(34) = (45)(34).
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durch ¢((i7)) = z; Vi=1,2,...,5,7 = i+ 1 sowie ¢(n) = z¢ ein Isomorphismus
ist:
0: G S W(Eg).

2.3.3 Andere Darstellungen und Untergruppen

Wir kénnen nun sehr einfach weitere Informationen iiber die Gruppe der 27 Gera-
den erhalten, indem wir den Atlas der endlichen Gruppen (|Con, 1985, S. [26]]) zu
Rate ziehen. Da, wie oben schon erwihnt, G bzw. W (Es) eine einfache Index-2-
Untergruppe H der Ordnung 25.920 hat (die daher eine normale Untergruppe von
G ist), sind dort nédmlich viele Eigenschaften von G und H aufgefiihrt.

H ist demnach beispielsweise isomorph zur unitdren Gruppe Us(2) und zur sym-
plektischen Gruppe S4(3). Wie schon Jordan in [Jor, 1957, S. 319-329] 1869 nachge-
wiesen hat, besitzt H keine Untergruppen vom Index kleiner als 27. Die maximalen
Untergruppen von H haben die Indizes 27, 36, 40 bzw. 45 so daf deren Ordnungen
960, 720, 648 bzw. 576 sind*; im Atlas ist auch deren Struktur verzeichnet.

Im Zusammenhang mit kubischen Flichen sind die Indizes dieser maximalen Un-
tergruppen interessant. Der Stabilisator einer der 27 Geraden ist ndmlich die ma-
ximale Untergruppe vom Index 27, der Stabilisator einer der 36 Doppel-Sechsen
ist die maximale Untergruppe vom Index 36 und der Stabilisator einer der 45
Tritangentialebenen ist die maximale Untergruppe vom Index 45.

Einige Untergruppen von G kann man auch sofort aus dem Coxeter-Graphen in
Abb. 2.8 ablesen, da jedem Untergraph wiederum eine Coxeter-Gruppe zugeordnet
ist, die eine Untergruppe der Gruppe des gesamten Graphen ist (|[Bou, 1968, Ab-
schnitt IV.1.8]). Der Graph in Abb. 2.7 ist beispielsweise ein solcher Untergraph
von G; die zugehorige Coxeter-Gruppe g ist daher eine Untergruppe von G vom
Index 72 (51.840 = 72-6! = 72-720). Diese ist allerdings nicht maximal; der Atlas
verrdt uns namlich, dafs sie in der maximalen Untergruppe g X Zo enthalten ist.

Der Atlas gibt aber nicht nur abstrakte Informationen iiber G, sondern verrét
auch, dafs G isomorph zum Stabilisator einer Bitangente in der Symmetriegruppe
der 28 Bitangenten einer allgemeinen ebenen Quartik ist und die 27 verbleiben-
den Bitangenten in natiirlicher Weise den 27 Geraden auf einer kubischen Fléche
entsprechen (s. dazu auch [Gei, 1870]). Eine Diskussion der Gruppe G = W (Ej)
findet sich auch in [Hun, 1996, S. 223-234]. Fiir den Zusammenhang der Gruppe
G in der allgemeineren Theorie der del Pezzo Flachen verweisen wir nochmals auf
[Man, 1974, insbes. §§25,26].

*All dies findet sich schon bei Dickson ([Dic, 1901, Ende Kap. XIV, S. 307]).
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Kapitel 3

Explizite Berechnung der
Gleichungen

Ausgehend von einer Basis (yo,...,93) € (C[Xo,...,X3]3)? des Linearsystems
L aller ebenen Kubiken durch sechs Punkte Pj,...,Ps € P2, von denen keine
drei auf einer gemeinsamen Geraden und nicht alle sechs auf einer gemeinsamen
Konik liegen, haben wir im Abschnitt 1.3, Satz 1.18, gezeigt, dafs sich der Blow-Up
P2 .= Blp,,..ps} (P2) des P? in diesen sechs Punkten vermége ¢y, : P2 < P3 in
den P3 einbetten 148t und so eine kubische Fliche im P? liefert.

In diesem Kapitel wahlen wir nun eine ganz bestimmte Basis dieses Linearsystems,
um daraus explizite Gleichungen fiir die korrespondierende kubische Fléche, deren
45 Tritangentialebenen und 27 Geraden, sowie der Koordinaten des Bildes eines
einzelnen Punktes zu erhalten.

Im anschliefenden 4. Kapitel werden wir diese Gleichungen dann nutzen, um kon-
krete Punkt-Konfigurationen zu studieren. Dabei werden wir meist von Punkten im
P2(R) ausgehen; die hier vorgestellten Resultate treffen aber ebenfalls auf Punkte
im P2(C) zu. Mit Hilfe solcher Punkte ist es moglich, kubische Flichen zu erhal-
ten, deren Geraden nicht alle reell sind, was, wie wir sehen werden, ausschlieflich
mit reellen Punkten nicht erreicht werden kann.

Im Wesentlichen basieren die hier dargestellten Resultate auf dem Artikel von Ar-
thur Coble [Cob, 1915] aus dem Jahr 1915. Allerdings ist die hier gewéhlte Heran-
gehensweise eine andere. Wir starten ndmlich mit einem aus geometrischen Griin-
den offensichtlichen Erzeugendensystem des Linearsystems und erhalten daraus
in natiirlicher Weise genau die gleichen sechs Erzeuger, die Coble durch invarian-
tentheoretische Betrachtungen ermittelt. Trotzdem sind die von Coble benutzten
Notationen sehr niitzlich; wir verwenden sie daher auch und stellen sie im folgenden
Abschnitt zusammen.
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3.1 Notationen

Determinanten

Es werden nur Determinanten solcher Matrizen verwendet werden, die aus mehre-
ren Spaltenvektoren zusammengestellt werden, ndmlich den Koordinatenvektoren
von Punkten des P?. Seien daher Q1,. .., Qg sechs Punkte des P? mit Koordinaten
(Qig * Qiy : Qiy)yi = 1,2,...,6. Fiir Indizes 1, j,k,l,m € {1,2,...,6} definieren
wir:

(if)ay = det ( g?z %w ) (f)e» und (ij),» analog,
¢ Y

Qir Qj, T

o (ijz) :==det | Qiy Qj, ¥
Qiz Qj, Qks

o (ijk) :=det | Qi, Qj, Qry |,
Qi, Qj, Qk,

Qi,> Q;.° Qr,’ Qi,° Qm,” o°
Qi,Qiy, Qj,Qj, Qr,Qry, Q. Quy Qm,Qm, zy
Qi,Qi, Qi Qj, Qr,Qr, Qi Qi, Qm,Qm, =z

Q'in ijz Qky2 Qlyz mez y?
Qi,Qi, Qij,Qi, Qr,Qr, Q,Qi, Qm,Qm, yz

Qi.” Qi.” Qr.’ Q,” Qn,? 2

(ijkimz?) := det

Zu bemerken ist hierzu, daf es sich bei (ijz) offenbar um die Gleichung der Geraden
durch die zwei Punkte p; und p; des P? handelt. Dies ergibt sich sofort, wenn man
bedenkt, daf eine Determinante genau dann null ist, wenn die drei Spaltenvektoren
linear abhéngig sind. Letzteres ist natiirlich genau dann der Fall, wenn ein dritter
Punkt (z,y,z) auf der Geraden liegt. Wir werden daher im Folgenden auch von
der Geraden (ijz), fir 4,5 € {1,2,...,6},7 # j reden. Entsprechend ist (ijk) der
Funktionswert der linearen Funktion (ijz) im Punkt Pj.

Analoges gilt fiir (ijklma?), 4,4, k,l,m € {1,2,...,6}, i,5,k,l,m paarweise ver-
schieden; dies ist die Gleichung der eindeutigen Konik durch die fiinf verschiedenen
Punkte Qj,-..,Qm. Beim Analogon fiir Kubiken muff man ein wenig aufpassen,
da die Gleichung, die man erhélt, nicht notwendigerweise eindeutig ist wegen des
Satzes vom 9. Punkt (Satz 1.14, S. 26).

Gemeinsamer Schnittpunkt dreier Geraden

Ein Eckardt-Punkt (Definition 1.6) ist ein glatter Punkt einer kubischen Fliche,
in dem sich drei Geraden treffen. Da die Verbindungsgeraden zwischen den sechs
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Fundamental — Punkten der Ebene auf Geraden der Fliche abgebildet werden
(Satz 1.21) und jeder Punkt auRer den sechsen einen eindeutigen Bildpunkt auf
der Fliche hat, ist das Bild des gemeinsamen Schnittpunktes dreier der Verbin-
dungsgeraden in der Ebene ein Eckardt-Punkt der Flache. Wir suchen nun einen
Indikator dafiir, ob ein solcher Fall eintritt, ob sich also drei verschiedene der 15
Verbindungsgeraden der sechs Punkte P, P,, ..., Py des P? in einem Punkt schnei-
den.

Lemma / Notation 3.1 Die Geraden (ijz), (klz), (mnz) schneiden sich genau
dann in einem Punkt, wenn

(14, kl, mn) := (igm)(kln) — (ijn)(klm) = 0.

Beweis: Den Beweis dieser und vieler weiterer niitzlicher Eigenschaften des Indi-
kators liefert der folgende Satz 3.2. O

P, Py

Ps

PG P4 P2

Abbildung 3.1: (12,34, 56) = (125)(346) — (126)(345) = 0.

Satz 3.2 (Eigenschaften von (ij, kl, mn))
Seien wieder sechs Punkte P;, Py, ..., Ps des P? gegeben. Dann gilt:

1. Der Indikator 148t sich als Determinante schreiben:

(U)my (kl)wy (mn)wy
(ij,kl,mn) = det | (ij)zz (kl)zz (mn)g,
(i5)yz  (Kl)y. (mn)y,

fiir alle 1, j, k,l,m,n € {1,2,...,6}.

2. Eine Vertauschung zweier Punkte innerhalb einer Geraden hat einen Vorzei-
chenwechsel des Indikators zur Folge:

(14, kl, mn) = —(ji, kl,mn) = —(ij,lk,mn) = —(ij, kl,nm)
fiir alle 1, j, k,l,m,n € {1,2,...,6}.

3. Eine Vertauschung zweier Geraden hat einen Vorzeichenwechsel des Indika-
tors zur Folge:

(1jaklamn) = _(klaija mn) = _(ija mn, kl) = _(mna kla’”)
fiir alle 1, j, k,l,m,n € {1,2,...,6}.
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4. (ij,kl,mn) entspricht dem Funktionswert der linearen Funktion (ijz), wenn
man fiir x den Schnittpunkt der beiden Geraden (klxz) und (mnx) einsetzt.

5. (ig, kl,mn) = 0 <= Die drei Geraden (ijz), (klz) und (mnz) schneiden sich
in einem Punkt.

Beweis: Die 2. und 3. Eigenschaft folgen unmittelbar aus der 1. durch eine Spal-
tenvertauschung.
Die 1. ergibt sich folgendermafen. Schreiben wir die einzelnen Determinanten

(ijm) = (mx(ij)yz — my(i5) 2z + mz(z'j)xy),
so erhalten wir:
(ij, kl,mn) = (ijm)(kin) — (ijn)(klm)
= (i))y= (mz(kln) — nm(klm))
= (1)2z (my(kln) — ny (klm )

+ (i) y (s (kin) — ns(kim) ).

WV
=: Klammer

Die einzelnen Klammern konnen wir ebenso umschreiben:

Klammer = m, (nw(kl)yz — ny(kl) g, + nz(kl)zy)

= 1z (e (KL)ys = my () + ma (kl)ay
= (myng —nymg)(kl)y,
— (myny —nymy) (k) g,
+ (myn, — nymy) (k) gy
=0
= (mn)y,(kl)g, — (mn) g, (kl)y,
= det ( (kl)az ~ (mn)q )
(kl)yz (mn)yz
Insgesamt ergibt sich also die 1. Eigenschaft.
Die 4. Behauptung ist nun ebenfalls offensichtlich, da die drei Determinanten der

Form det ( (kl)az ~ (mn)a:
(kl)y, (mn)y,
man durch analoges Nachrechnen zeigt. Aus der 4. folgt nun aber unmittelbar die

5. Eigenschaft. O

) die Koordinaten des Schnittpunktes darstellen, wie

Summen

Der leichteren Lesbarkeit halber werden wir hdufig mit Buchstaben a,..., f arbei-
ten, statt diese durchzunummerieren. a,..., f bezeichnen dabei entweder homo-
gene Kubiken im P2, liegen also in C[z,y, z]3, oder bezeichnen die Koordinaten
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(@:+:f)desP5. a,...,f € C bezeichnen immer Konstanten.
Sowohl die Kubiken a, ..., f als auch die Konstanten a, ..., f werden von den ein-
mal fest gewidhlten Punkten Pi,..., Ps; € P2 abhingen; der Kiirze wegen benutzen
wir aber nicht die korrektere Notation ap,,.. p, etc.
dies ist entweder eine Kubik in C[z,y, 2]
Ya = at+--+f L L ,
oder eine lineare Funktion in Cla, ..., f]
3 . 3., 3 ( entweder eine Nonik in Cl[z,y, 2]
Za = ettt ( oder eine Kubik in Cla,..., f] ’
Zc’za = dat-+Ff entweder eine Kubik in C[z,y, 2|
o oder eine lineare Funktion in Cla,...,f] )’
Y ab := ab+ac+---+af+be+---+bf+ed+---+ef €C.

Gelegentlich verwenden wir auch folgende Abkiirzungen:

as ::Zaée C, a3 ::Zaéée C, as ::Zal}aie C, as ::Zal}éciée C.

3.2 Die Flache

Fiir diesen Abschnitt seien nun sechs Punkte Py, Ps,. .., Ps € P? allgemeiner Lage
(also keine drei auf einer Geraden, nicht alle sechs auf einer Konik) fest vorgege-
ben. Wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwdhnt, werden wir durch die Wahl
bestimmter Erzeuger des Linearsystems L aller Kubiken durch diese sechs Punkte
die Gleichung der Fliche in expliziter Form, abhingig von den Koordinaten der
Punkte, angeben.

Da diese Darstellung symmetrisch in den sechs Punkten sein soll, kénnen wir nicht
erwarten, mit vier Erzeugern des projektiv drei-dimensionalen Linearsystems (Satz
1.13) auszukommen. Wir suchen daher sechs spezielle Kubiken ap, ... p,, ..., fr,,...ps
(der Kiirze halber a,...,f notiert), die erstens das Linearsystem erzeugen und
zweitens durch Permutation der Punkte nur untereinander permutiert werden.
Zwischen diesen sechs Erzeugern des projektiv drei-dimensionalen Linearsystems
L miissen 6 — 4 = 2 lineare Beziehungen bestehen. Wir werden so spezielle Kubi-
ken finden, daf eine dieser Beziehungen > a =a +---+ f = 0 ist und aukerdem
>~ a? identisch verschwindet. Dann werden wir solche Konstanten @, ..., f ermit-
teln, die ebenfalls von den sechs Punkten abhingen, so daf gilt: > aa = 0. Alle
diese Summen #dndern, wie wir ebenfalls sehen werden, unter Permutationen der
Punkte P, ..., Ps héchstens ihr Vorzeichen. Die Mengen {3 a® = 0}, {>.a = 0}
und {}_ aa = 0} hingen somit nicht von der Permutation der 6 Punkte ab.

Fassen wir dann die Buchstaben a, ..., f als Koordinaten des P° auf, soist 3 a® =
0 die Gleichung einer kubischen Fliche, die mittels Y > a =0 und > aa = 0 in den
P3 cingebettet werden kann. In Abschnitt 3.2.3 werden wir sehen, daf dies genau
die kubische Fliche ist, die wir durch Aufblasen des P? in den sechs Punkten
erhalten.
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3.2.1 Die Erzeuger a,...,f

Die Suche nach Erzeugern des Linearsystems L, die den eben beschriebenen Sym-
metrie-Bedingungen geniigen sollen, beginnen wir mit der Betrachtung der ein-
fachsten Kubiken durch die sechs Punkte, die man sich vorstellen kann, nim-
lich den Produkten von je drei verschiedenen Geraden durch je zwei der Punk-
te. Die 15 Kubiken dieser Art haben (bis auf ein Vorzeichen) Gleichungen ¢; :=
(12z)(34z)(56x) = 0, c2 := (12z)(35z)(46x) = 0, ..., c15 = (162)(252)(34z) = 0
(s. Abb. 3.2) und werden unter Punkt — Permutationen aufeinander abgebildet.

Pl P5

Ps

Abbildung 3.2: Eine der 15 speziellen Kubiken durch die 6 Punkte

Wir zeigen zunéchst, daft diese 15 Kubiken das gesamte Linearsystem L erzeugen
und wihlen anschliefend geschickt 6 Linearkombinationen a, ..., f dieser 15 Er-
zeuger, aus denen wiederum die 15 ¢; zuriick erhalten werden koénnen ({a, ..., f}
ist somit auch ein Erzeugendensystem von L) und die alle oben geforderten Eigen-
schaften erfiillen.

Satz 3.3 (15 Erzeuger des Linearsystems)
Die 15 Produkte ¢;,© = 1,2, ... ,15 aus jeweils drei verschiedenen Geraden erzeugen
das Linearsystem L aller Kubiken durch die sechs Punkte.

Beweis: Wir miissen zeigen, dafs jede Kubik durch die sechs Punkte als Linearkom-
bination der 15 speziellen dargestellt werden kann; sei also C' eine beliebige Kubik
durch Pi,..., Ps. Ist C eine der c¢;, so sind wir fertig. Ansonsten existiert ein Punkt
P auf C, der nicht auf einer der ¢;,2 = 1,2,...,15 liegt. Wir werden zeigen, daf
das von den ¢; erzeugte Linearsystem das Linearsystem Lp aller Kubiken durch
Py, ..., Ps; und P enthélt. Dann 188t sich C' durch die ¢; linear kombinieren und
die Behauptung ist bewiesen.

Betrachten wir dazu zunéchst das Erzeugnis zweier ¢;, die eine Gerade gemeinsam
haben, beispielsweise die Kubiken ¢; = (12x)(34x)(56x) und ¢z = (12x)(35x)(46x).
Jede Linearkombination von ¢; und ¢y enthélt die Gerade (12z) als Faktor.

Die beiden linear unabhéngigen Koniken (34z)(56x) und (35z)(46z) erzeugen aber
das ein-dimensionale (Beweis analog zu 1.13) Linearsystem aller Koniken durch die
Punkte Pg, ce ,Pﬁ.
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Abbildung 3.3: Zwei der 15 Erzeuger, die eine Gerade gemein haben, kénnen zu
einer Kubik, bestehend aus der Geraden und einer Konik durch einen beliebigen
weiteren Punkt P, linear kombiniert werden.

Daher kann mittels ¢; und ¢y die Kubik k19 := (122)(3456 Px?) gebildet werden, die
aus der Geraden (12z) und der eindeutigen Konik durch die 5 Punkte Ps, Py, P, Ps
und P besteht.

Auf analoge Weise erhalten wir die Kubiken k34 := (347)(1256 Pz?) und ksg :=
(56z)(1234Px?), die gemeinsam mit ko das zwei-dimensionale (Satz 1.13) Linear-
system Lp der Kubiken durch Pj,...,Ps und P erzeugen (Abb. 3.4). Fiir den

56
P P3

Py

Q34 Ms

Abbildung 3.4: Die drei Kubiken, jeweils bestehend aus einer Geraden und einer
Konik durch P, erzeugen das Linearsystem aller Kubiken durch die sieben Punkte.

Q12

Punkt Q12 := (34z) N (56z) gilt ndmlich k12(Q12) # 0 = k34(Q12) = kse(Q12), so
dak k19 nicht als Linearkombination von k34 und ksg darstellbar ist. Aus Symme-
triegriinden gilt Entsprechendes auch fiir k34 und ksg; k1o, k34 und ksg sind also
linear unabhéngig und erzeugen daher Lp. O

Wir suchen nun sechs Linearkombinationen a, ..., f der ¢;, die alle eingangs gefor-
derten Bedingungen erfiillen, insbesondere miissen sie also durch Punkt — Permu-
tationen (bis auf ein Vorzeichen) aufeinander abgebildet werden und die Summe
>~ a muk verschwinden.

Eine Summe aus fiinf der ¢;, die insgesamt genau alle 15 Geraden beinhalten, wird
unter Punkt — Permutationen wieder auf eine solche Summe abgebildet. Unsicher
ist nur, wie sich die Vorzeichen der einzelnen Summanden verhalten. Beginnen wir
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beispielsweise! mit

a = (25z)(13z)(46z) + (51z)(42z)(36z) + (14z)(35z)(26zx)

+(432) (21) (561) + (322)(54z) (167) (3.1)

und permutieren nun die Punkte, erhalten wir andere Summen. Unter den fiinf
Permutationen (12),...,(16) wird a abgebildet auf:

)

(36x)+(24x)(35z)(1
)+(34z)(
)+(41z)(
)+(54z)(
)+(64z)(

(362)+(54z) (31z)(262)+

—~
[
]
8
N
—~
w
[=2]
8
w
(3}
8
~—
/—\/—\/—\AA
(]
[=2]
8
~—~
+

Betrachten wir nun die anderen Vertauschungen zweier Punkte, so zeigt sich:

a12) = gBY) = 06)
a13) = o) = q(6)
at) = 6% = (6 (3.2)
a5 = o9 = B66)
a(16) a(45) = 4(23)
Es gilt also (a — a(12)(12) = 4(12) _ 4(12)(12) = 4(2) _ 4 = (g — a1?)) und

Entsprechendes fiir die Permutationen (34) und (56). Die Kubik (a —a(1?)) ist also
eine Linearkombination aus Produkten von jeweils drei der 15 Geraden, die unter
den Permutationen (12), (34) und (56) das Vorzeichen wechselt. Eine solche ist:
(12z)(34z)(56x); und tatsichlich zeigt eine lingere Rechnung?:

(a —a*?)) = 4. (12x)(34z) (56).

'Eine natiirlichere Wahl wiire wahrscheinlich: o' := (12z)(34x)(56z) + (13z)(25z)(46z) +
(14z)(35z)(26x) + (152)(24x)(36x) + (16x)(23z)(45z). Bei genauer Betrachtung fillt aber auf,
daR a = a’ gilt — die Reihenfolge der Produkte haben wir aus historischen Griinden gewéhlt, es
ist ndmlich die von Coble benutzte (dieser verweist wiederum auf einen Artikel von Joubert iiber
Invarianten des Punktsystems Pg).

Wir konnten {ibrigens nicht jede beliebige Summe dieser Art fiir a wéhlen. Es gibt zwar, bis
auf Vorzeichen, nur genau sechs unterschiedliche solche Summen: Fixieren wir die erste Gera-
de (12z), so bleiben fiir die nichste die drei Moglichkeiten (34z), (35z) und (36z); haben wir
uns fiir eine (0BdA. (34z)) entschieden, haben wir beim Produkt, in dem der Faktor (13z) auf-
tritt, nur noch 2 Geraden ((25z) oder (26z)) zur Auswahl. Die restlichen Produkte sind dann
schon bis auf Vorzeichen festgelegt, so dafs wir insgesamt 2 -3 = 6 bis auf Vorzeichen unter-
schiedliche Summen erhalten. Eine andere Wahl der Vorzeichen liefert aber nicht unbedingt ein
a dafl unter Permutationen auf nur 5 andere Summen abgebildet wird. Beispielsweise gilt fiir
(21w)(34w)(56w)+(13:c)(25:c)(46:c)+(14x)(35x)(26x)+(15x)(24x)(36x)+(16:6)(23:6)(45:6)
”(15)(13) ¢ {a",—a"1D —q"(13) _¢") (%) _ "1 Allerdings gibt es nur 2* verschiede-
ne Maoglichkeiten, die Vorzelchen zZu vertellen, mlt Hilfe eines Programmes wie dem Singular-
Skript [Lab, 2001b] ist das Ausprobieren daher kein grofer Aufwand und auch per Hand iiberlegt
man es sich schnell.

*Diese aufwendige Rechnung fiihren wir hier nicht vor; man kann die Arbeit beispielsweise

vom Singular-Skript [Lab, 2001b] erledigen lassen.
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Definieren wir nun die fiinf ebenen Kubiken

d:=—a"? f:= —a(® c:= —a( p:= —g(1%) ¢.= _4(16) (3.3)
(die Wahl der ungewohnlichen Reihenfolge erkldrt sich spéter), so ergeben sich
zunéchst die Summen a + b, a + ¢, ..., a + f (s. Tabelle 3.5). Analog zu (3.2)
kénnen wir aber alle Beziehungen zwischen den a, ..., f aufschreiben:

Lemma 3.4 Die in (3.1) und (3.3) definierten Kubiken a,b,...,f € C[z,y,z]s,
die von den sechs Punkten Pi, ..., Ps € P? abhingen, werden unter Punkt — Per-
mutationen (bis auf ein Vorzeichen) aufeinander abgebildet. Es gilt genauer:

12 = _g p12 = _g 12 —f,
a13) = —f, p(13)  — —d, A13) — —e,
a(14) = —¢ b(14) = —f, d(14) = —e,
a1® = _p 15 = _g 15 — _f
a9 — _e p16) — _o 408 — _f
a?) = —¢, B = _—f B = _q
a®?) = _p 2D = _e 42Y = _f
a®) = —f B = _¢ 4 = _g (3.4)
) = —¢ b = 4 e = _f
a3y = —d, p(34)  — —c, e(34)  — —f,
aB) = —¢ BB = _¢ 4B = _f
a8 = _—p B0 = _f (B = _¢
a®) = _e ) — _q 4 = _f
a*®) = 5 pU6) = _e M0 = _gq
a8 = g p08 = _f 56 —e. O

Daraus konnen wir - wie vor dem Lemma erldutert - die im folgenden Lemma
aufgefiihrte Tabelle ermitteln:
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Lemma 3.5 Zwischen den in (3.1) und (3.3) definierten ebenen Kubiken a,b, ..., f €
C[z,y, 23, die von den sechs Punkten Py, ..., Ps € P2 abhingen, bestehen die fol-
genden 15 Beziehungen:

a+b = 4(51z)(42z)(36x),

a+c¢ = 4(53z)(41z)(26z),

a+d = 4(43z)(21z)(56z),

a+e = 4(32z)(54z)(16x),

a+ f = 4(25z)(13z)(46x),

b+c = 4(34z)(25z)(16x),

b+d = 4(31z)(45z)(26x),

b+e = 4(12z)(53z)(46z), (3.5)

b+ f = 4(23z)(14z)(56z),

c+d = 4(15z)(32z)(46x),

c+e = 4(13z)(42z)(56z),

c+ f = 4(b4z)(21x)(36z),

d+e = 4(25z)(41z)(36z),

d+ f = 4(24z)(53z)(16x),

e+ f = 4(15z)(43z)(26zx).
Insbesondere erzeugen a, ..., f also nach Satz 3.3 das Linearsystem L aller ebenen
Kubiken durch die sechs Punkte. m|
Die sechs homogenen Kubiken a,...,f € C|z,y, z]3 werden nach Lemma 3.4 un-

ter Punkte — Permutationen (bis auf ein Vorzeichen) aufeinander abgebildet und
erzeugen das Linearsystem aller Kubiken durch die sechs Punkte nach Lemma 3.5.
Die erste Bedingung, die wir zu Beginn des Kapitels an die Kubiken gestellt haben,
ist somit erfiillt.

Mit Hilfe der Tabelle (3.5) ergibt sich sogleich die néchste geforderte Eigenschaft;
teilen wir ndmlich die Summe ) a auf, erhalten wir:

da = (@+b+(ct+d+(e+f)
= 4((51:3)(42:13)(36m) + (15x)(32x)(46x) + (15:15)(43:10)(261))

- qwm@%@@myuw@mmyu%m@m».

-~

=k

Die Gleichung zweiten Grades in der Klammer, k, verschwindet aber, da fiir den
Vorfaktor von z in k

ky = 234,346, — 2:4,6:3, — 2,4,3,6, + 2,4,6,3,
+ 302,406, — 322,654, — 3,2,4,6, + 3,2,6,4,
+ 453,246, — 423,602, — 4,302,6, + 4,3,6,2,
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und Entsprechendes fiir die Vorfaktoren von z und y gilt. Insgesamt haben wir
also gezeigt:

Lemma 3.6 Fir die in (3.1) und (3.3) definierten Kubiken a,b, ..., f € Clz,y, 2|3,
die von den sechs Punkten Py,...,Ps € P? abhdingen, gilt:

Za:O. O

Der eben vorgefiihrte Beweis zeigt eine weitere FKigenschaft der a,..., f. Drei Ku-
biken der Form (a+d), (b+e€) und (c+ f) haben jeweils gerade solche Vorzeichen,
daf ihre Summe verschwindet. Der Beweis von Satz 3.3 zeigte bereits, dal eine
nichttriviale Linearkombination dreier Kubiken, die eine Gerade gemein haben,
existieren muf, die identisch verschwindet; die hier gefundene Losung 1- (a +d) +
1-(b+e)+1-(c+ f)=0Iist aber sehr speziell.

Noch eine weitere Symmetrie-Eigenschaft haben die Erzeuger a,..., f:

Lemma 3.7 Die in (3.1) und (3.3) definierten Kubiken a,b,...,f € C[z,y,z]s,
die von den sechs Punkten P, ..., Ps € P? abhingen, lassen sich in der folgenden
symmetrischen Weise aufschreiben:

a= +(15z)(24x)(36x) +(14x)(35z)(26x) +(122)(43z)(56x) +(23z)(45z)(16x) +(13z)(52x)(46x),
b =+(15z)(24x)(36x) +(25z)(34x)(162) +(13z)(54x)(26x) +(12x)(35z)(46x) +(14z)(23z)(56),
¢ =+(14z)(35x)(26x) +(252)(34z)(16x) +(152)(32x)(46x) +(13x)(24z)(56x) +(12x)(45z)(36x),
d=+(12z)(43z)(56x) +(13x)(54x)(26x) +(15x)(32x)(46x) +(14z)(52z)(36x) +(24x)(35z)(16x),
e =+(23z)(45z)(16x) +(122)(35z)(46x) +(13z)(24x)(56x) +(14x)(52z)(362) +(15z)(34z)(26z),
f=4(13z)(52z)(46x) +(14x)(23z)(56x) +(12z)(45z)(36x) +(24z)(35z)(16x) +(152)(34x)(26x). O

Nachdem wir inzwischen sehr vieles {iber die Erzeuger herausgefunden haben,
bleibt immer noch eines zu zeigen, ndmlich:

Lemma 3.8 Fir die in (3.1) und (3.3) definierten Kubiken a,b, ..., f € Clz,y,z]s,
die von den sechs Punkten Py,...,Ps € P? abhdingen, gilt:

Za3:a3+-..+f3:()_

Beweis: Leider kenne ich kein einfaches Argument, aus dem dies unmittelbar folgt.
Zwar konnen wir die Summe einfach ausrechnen (auch das erledigt das Singular-
Skript [Lab, 2001b]), allerdings ist ein solcher Beweis nicht wirklich zufrieden-
stellend. Fiir eine elegantere Begriindung der Tatsache verweisen wir daher auf
[Cob, 1915, S. 168, 169]3. ]

3Coble folgert dort aus seinen Betrachtungen von Invarianten des Punktsystems P4 von sechs
Punkten des P!, daR fiir die sechs aus diesen Punkten gebildeten Funktionen A,..., F gilt:
52 A% = 0 bzw. 3. A = 0. Da die Funktionen A,...,F den a,...,f entsprechen, wenn man
statt der terniren Determinanten (ijz) die binire (ij) einsetzt, kann er daraus auf 3" a® = 0
bzw. 3 a = 0 schlieRen. Fiir diesen Schritt benutzt er das Transferenzprinzip von Clebsch; dieses
wiederum ist allerdings keineswegs einfach zu verstehen. Es hingt ebenfalls mit Invariantentheorie
zusammen; wichtige Artikel zum Thema sind: [Aro, 1863], [Aro, 1858], [Cle, 1861a], [CG, 1873].
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3.2.2 Die Koeffizienten a,..., f

Wie wir bereits zu Beginn dieses Kapitels gesehen haben, miissen zwischen den
sechs Erzeugern a, ..., f des drei-dimensionalen Linearsystems aller Kubiken durch
sechs Punkte Pi,..., Py € P? allgemeiner Lage zwei lineare Bezichungen bestehen.
Da wir im letzten Abschnitt eine dieser beiden nachgewiesen haben, ndmlich > a =
0, miissen wir noch eine finden. Die Vorfaktoren der Kubiken a,..., f bezeichnen
wir mit @, ..., f € C, so daR sich die zweite lineare Beziehung schreibt: " aa = 0.
Die Aufgabe dieses Abschnittes besteht nun darin, solche von Py, ..., Ps abhéngige
Konstanten @, ..., f € C zu finden.

Fixieren wir zunéchst die Koeffizienten bis auf einen Propotionalititsfaktor durch

die Forderung
Y a=o. (3.6)

Wir suchen nun eine weitere einschrinkende Bedingung, die erstens a, ..., f ein-
deutig bestimmt und durch die zweitens diese Koefizienten eine méoglichst einfache
Darstellung erhalten.

Erinnern wir uns dazu an eine Eigenschaft der Pentaederform: stimmen zwei Koeffi-
zienten {iberein, so existiert ein Eckardt — Punkt (S. 20). Ubertragen auf die Ebene
der 6 Punkte heifst dies, daf sich dort drei Geraden in einem Punkt schneiden. Die
analoge Eigenschaft der Koeffizienten a,..., f € C wire also: @ — b = (ij, kl, mn)
(Notation 3.1, S. 48) fiir gewisse paarweise verschiedene i, 7, k, [, m,n. Im Hinblick
auf die Tabelle (3.5) sind demnach die folgenden Bedingungen wiinschenswert:

(15,24, 36),
(14, 35, 26),
(12,43, 56),
(23,45, 16),
(13,52, 46),
(25,34, 16),
(13,54, 26),
(12, 35, 46), (3.7)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

|
b N N Tl NI ST SIS W TR N TR = oIS ]
Il

14, 23, 56),
15,32, 46),
13,24, 56),
12,45, 36),
14,52, 36),
24, 35, 16),
15, 34, 26).

D O Ql O SISO R Q1 QI Q1 QI
|

Die Konsistenz dieses Systems von 15 Gleichungen ist aber keineswegs offensichtlich
und mufs daher im Folgenden {iberpriift werden. Bevor wir das erledigen sei aber
noch kurz bemerkt, daf man aus diesen Bedingungen unter Benutzung von » > a = 0
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sofort die a, ..., f berechnen kann:
@-b+@-g+@-d+@-e+@-
- ggtg—a—b—é—d—é—f (3.8)
= 6a
Insgesamt erhalten wir die zu der Ubersicht der a,..., f auf Seite 56 analoge Ta-

belle:

Lemma 3.9 Das Gleichungssystem (3.7) ist konsistent und fir die durch (3.6)
und (3.7) festgelegten und von den sechs Punkten Py, ..., Ps abhdingigen Koeffizie-
ten a,...,f € C gilt:

6a = +(15,24, 36) +(14, 35, 26) +(12,43,56) +(23,45,16) +(13,52,46),
6b = —(15,24, 36) +(25,34,16) +(13,54,26) +(12,35,46) +(14,23, 56),
6c = —(14,35,26) —(25, 34, 16) +(15,32,46) +(13,24,56) +(12,45, 36),
6d = —(12,43,56) —(13,54,26) — (15,32, 46) +(14,52,36) +(24,35, 16),
62 = —(23,45,16) —(12,35,46) —(13,24,56) —(14, 52, 36) +(15, 34, 26),
6 f = —(13,52,46) —(14,23,56) —(12,45,36) — (24, 35,16) — (15,34, 26).

Beweis: Wir haben nur noch die Konsistenz des Systems (3.7) nachzuweisen, d.h.
wir haben zu zeigen, daf iiberhaupt eine Losung des Systems existiert. Aus den
im Satz 3.2 auf Seite 48 aufgefiihrten FEigenschaften erhalten wir die beiden Glei-
chungen

0 = (15,24,36) + (36,24, 15)
= (153)(246) — (156)(243) + (361)(245) — (365)(241)
~—
=—(142)(536)
und (3.9)

0 = (13,25,64) + (64,25,13)
(136)(254) — (134)(256) + (641)(253) — (643)(251)
= —(361)(245) — (256)(341) — (146)(532) + (251)(346),

und daraus durch Addition:

0

(153)(246) — (156)(243) + (251)(346) — (256)(341)
+(142)(536) — (146)(532)

= (15,24,36) + (25,34,16) + (14,53, 26)

= (@a-b+(b-¢c)+ (c—a).

Durch andere Ausgangsgleichungen (3.9) erhalten wir analoge Ergebnisse und kon-
nen so die Konsistenz des gesamten Systems (3.7) nachweisen. O
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Da wir spiter mit den Koeffizienten arbeiten mochten, geben wir noch die Bezie-
hungen zwischen den a, ..., f an, die wir durch Subtraktion der beiden Gleichungen
(3.9) erhalten:

2(136)(245) = —(135)(264) + (134)(265) + (165)(234)
— (164)(235) + (365)(124) — (364)(125)
= (13,26,45) + (16,23,54) + (36,12, 54)
= (b-d)+(e—a)+(f—0)
= —2a+c+d)=20b+e+ f).

Von anderen Gleichungen (3.9) ausgehend erhalten wir analoge Ergebnisse, die wir
in folgendem Lemma zusammenfassen:

Lemma 3.10 Fir die in Lemma 3.9 beschriebenen, von den sechs Punkten Py, ..., Pg
abhdingigen Koeffizieten a, ..., f € C gilt:

d+e+f = —(123)(456) = —(@a+b+2),

ctet+f = —(146)(253) = —(a+b+d),

c+d+f = —(134)(265) = —(a+b+e),

c+d+e = —(126)(345) = —(a+b+f),

b+e+f = —(136)(254) = —(a+c+d), (3.10)
b+d+f = —(125)(436) = —(a+c+e), '
b+d+e = —(156)(234) = —(a+c+f),

b+e+f = —(153)(246) = —(@+d+e),

b+cte = —(145)(326) = —(a+d+f),

b+é+d = —(142)(356) = —(a+e+f). O

Aus der Analogie der Gleichungen der a, ..., f (Lemma 3.7) und der @, . .., f (Lem-
ma 3.9) erkennen wir, daff unter einer Permutation der sechs Punkte, die a auf b
abbildet, a@ bis auf eine Vorzeichen auf b geworfen wird. Da der Indikator (ij, kI, mn)
bei Vertauschungen vom Typ (ij,mn, kl) das Vorzeichen wechselt im Gegensatz
zum Produkt (ijz)(klz)(mnx) = (ijx)(mnz)(klz), ndert sich das Vorzeichen der
Koeffizienten auch bei ungeraden Permutationen nicht. Wir erhalten so:
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Lemma 3.11 Die in Lemma 3.9 beschriebenen, von den sechs Punkten P, ..., Ps
abhdngigen Koeffizieten a,...,f € C werden in folgender Weise durch Permuta-
tionen der Punkte aufeinander abgebildet:

(12) 4. b2 &, @12 7
a® = f 1) = g 13 = g
a® = ¢ 0 = F J = ¢
al® = p &1 = g 15 = 7
al®) = g P16 = g 16 — 7
a® = & ¥ = f & = g
a2 — b & = 5 g = J
a® = [, B = ¢ d®) = ¢ (3.11)
a® = ¢ 52 = g &2 — 7
aB®y = 4 BB = g &BY = J
aB®) = g B = g 4B = f
aB®) = p B36) — f g6 — ¢
g = & ) = g ) = 7F
a4 = f p8) — g 46 — g
a® = 4 5 - f & - e DO
Umgekehrt kénnen wir von einer Permutation der @, ..., f auf eine Vertauschung

der Punkte P, ..., Py schliefen. Aus der Tabelle (3.11) ersehen wir beispielsweise,
daB, falls @ und d vertauscht sind, entweder die Punkte P; und P, P3 und Py
oder P5; und Py vertauscht worden sein miissen. Wegen der Analogie zwischen den
Kubiken a, ..., f und den Koeffizienten a, . .., f konnen wir diese Beziehungen aus
der Tabelle (3.5) ablesen.

Zuletzt miissen wir nun noch iiberpriifen, ob diese Koeffizienten die Bedingung
> aa = 0 erfiillen. Dies erledigen wir in folgendem Lemma:

Lemma 3.12 Fir die in Lemma 3.7 beschricbenen ebenen Kubiken a,...,f €
Clz,y, z]3 und die in Lemma 3.9 angegebenen Koeffizienten a, ..., f € C gilt:

Zdazo.

Beweis: Die Kubik C := Y aa € Clz,y, 2|3 dndert bei Permutation der sechs
Punkte hochstens ihr Vorzeichen. Wir haben ndmlich gesehen, daf die Kubiken
a, ..., f genau unter ungeraden Permutationen ihr Vorzeichen wechseln und daf
die Kubiken a,..., f und die Koeffizienten a,..., f analog permutiert werden (s.
Tabellen in Lemma 3.4 und Lemma 3.11).

Wenn also ein Schnittpunkt zweier Geraden durch zwei der sechs Punkte, bei-
spielsweise P € P? mit (12P) = 0 = (34P), auf C liegt - C(P) = 0, so gilt dies
vermoge Permutation der Punkte fiir alle Schnittpunkte zweier beliebiger Geraden
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der Form (ijz). Damit miissen aber auch alle 15 verschiedenen Verbindungsgera-
den dieser Schnittpunkte auf C' liegen; die Kubik C' verschwindet also identisch
(da eine Kurve vom Grad 3 hochstens aus drei Geraden bestehen kann).

Wir haben demnach nur noch nachzuweisen, daf der Schnittpunkt P der Geraden
(12z) und (34z) auf C liegt. Fiir P gilt (12P) = 0 = (34P) und somit (s. Tabelle

(3.5)):
(@a+d)(P) = (b+e)(P) = (c+ f)(P) = (b+¢)(P) = (e+ f)(P) =0.

Damit schreibt sich C(P) unter Benutzung von ) a = 0:

C(P) = (@—d)-a(P)+ (b+f—c—e)-b(P)

= (@—d)-(a+b)(P)+(b+f+d—a—c—e&)-bP).
Mit Hilfe von (3.10) und (3.7) kénnen wir dies umformen zu:
C(P) = (12,43,56) - (a + b)(P) — 2 - (125)(436) - b(P).

Wir nutzen jetzt neben der Tabelle (3.5) und der Definition von b aus, daft der Wert
der Geradengleichung (ijz) im Punkt P nach Satz 3.2 als (12,34, 4j) geschrieben
werden kann:

C(P) = (12,43,56) -4-(12,34,51)(12,34,42)(12, 34, 36)
(12,34,53) (12,34,12) (12,34,46)
+ (12,34,14) (12,34,23) (12,34, 56)
+2-(125)(436) - | + (12,34,25) (12,34,34) (12,34, 16)
+ (12,34,31) (12,34,45) (12,34,26)
+ (12,34,42) (12,34,51) (12,34, 36)

Da (12,34,12) = 0 = (12,34,34) gilt, vereinfacht sich diese Darstellung schon
ein wenig. Schreiben wir aufer (12,43,56) nun alle (ij, kl,mn) geméf der Defi-
nition um, so erhalten wir, da bei Indikatoren mit zwei identischen Indizes nur
ein Summand von null verschieden ist (beispielsweise (12,34,51) = (125)(341) —
(121)(345) = (125)(341)), nach Ausklammern:

k:=
~
7 N

C(P) = (125)(341)(124)(342)(123)(346)

4.(12,43,56) + 2 - ((12,34,56) — (126)(345) + (512)(634))
—_——
=(125)(346)

= k-[4-(12,43,56) +2-2- (12, 34,56)]
= k-(4-(12,43,56) +4- (12,34,56))

= k-0=0.
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Wie oben erldutert, reicht dies aus, um zu beweisen, daf die Kubik C' identisch
verschwindet. m|

Damit die eben nachgewiesene Beziehung > aa = 0 wirklich eine zweite, von
>~ a = 0 verschiedene lineare Beziehung darstellt, bendtigen wir noch das Lemma:

Lemma 3.13 Liegen nicht finf der sechs Punkte Py, ..., Ps € P? auf einer Ge-
raden und keine Punkte unendlich nah beisammen, so sind die sechs Koeffizienten

a,...,f, die wir mit Hilfe von Lemma 3.9 ausrechnen kinnen, nicht alle gleich.

Beweis: Dies ist offensichtlich; sogar wenn die vier Punkte Py, P», Ps, P4 auf einer
Geraden liegen, schneiden sich 0BdA. die Geraden (15z), (262) und (34z) nicht in

einem Punkt, so daf die Ubersicht (3.7) zeigt, dak & — f = (15,34, 26) # 0. O

3.2.3 Die Gleichung der Fliche im P?3

In den beiden letzten Abschnitten haben wir, abhéngig von den sechs Punkten
Pi,...,P; € P? allgemeiner Lage (also keine drei auf einer gemeinsamen Ge-
rade und nicht alle sechs auf einer gemeinsamen Konik), Erzeuger a,...,f €
C[z,y, z]s des Linearsystems aller Kubiken durch die sechs Punkte und Koeffi-
zienten @, ..., f € C gefunden, die alle zu Beginn des Kapitels geforderten Bedin-
gungen erfiillen:

e In Lemma 3.7 bzw. 3.9 haben wir Gleichungen aufgestellt, mit Hilfe derer
wir die a,...,f bzw. die @,..., f direkt aus den Koordinaten der Punkte
Py, ..., P ausrechnen konnen, indem wir Determinanten der Form (12x)
bzw. (12,34, 56) berechnen.

e Die Lemmata 3.4 bzw. 3.11 zeigen, daf unter Permutationen der Punkte
P, ..., Ps die Kubik a auf b oder —b abgebildet wird genau wenn a auf b
geworfen wird etc. Diese Lemmata zeigen auch, dak die a,...,f bzw. die
@, ..., f unter Punkt-Permutationen nur untereinander permutiert werden.

e In den Lemmata 3.6, 3.8 und 3.12 werden die Beziehungen

Za?’:O, ZazOundZdazO

bewiesen und ) a = 0 hatten wir in (3.6) als einschréinkende Bedingung fiir
die Koeffizienten gewihlt.

e Nach Lemma 3.13 sind die beiden linearen Gleichungen > a = 0und )  aa =
0 tatsédchlich verschieden, wenn die sechs Punkte in allgemeiner Lage sind.

Fassen wir nun die Buchstaben a, ..., f nicht als ebene Kubiken, sondern als Ko-

ordinaten (a : --- : f) des P® auf, so erhalten wir die gesuchte Gleichung der
kubischen Fléche:
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Satz 3.14 (Die Coblesche Hexaederform)

Seien Pi,...,Ps; € P? sechs Punkte der projektiven Ebene in allgemeiner Lage
(d.h. keine drei auf einer gemeinsamen Geraden und nicht alle sechs auf einer ge-
meinsamen Konik). Dann existieren davon abhingige Konstanten a,...,f € C
(gegeben durch Lemma 3.9), so dafs die kubische Fliche, gegeben in den Koordi-
naten (a: ---: f) des P® in der sogenannten Cobleschen Hexaederform durch die

Gleichung
3
E a® =0,

mit Hilfe der beiden linearen Gleichungen

Za:O undZ&azO

in den P? eingebettet werden kann. Dies ist genau die kubische Fliche, die wir in
Satz 1.18 durch Aufblasen des P? in den sechs Punkten P, ..., Pg erhalten haben.

Beweis: Wegen der zuvor aufgezdhlten Eigenschaften bleibt nur noch zu zeigen,
daf die beiden kubischen Flichen identisch sind.

Wir benutzen hierzu die Gleichung der kubischen Fliche im P3, die wir mit Hilfe
der beiden linearen Gleichungen berechnen konnen. Seien also oBdA. die Koeffizi-
enten & # f verschieden. Losen wir die beiden linearen Gleichungen jeweils nach
den Variablen e bzw. f auf und setzen diese dann in die Kubik ein, so ergibt sich
e=—(a+b+c+d+ f)und daraus mit ) aa = 0:

ff = —(aa+---+dd—é(a+---+d+f)))
— _(aa+...+Jd_éa_..._éd_éf) (3.12)
= —ada—---—dd+eéea+---+ed+ef.

SchlieRlich ergibt sich fiir e bzw. f:

= &3 g Ed
f Trat-+d B B
e — _(a+b+c+d+;;i +&4a) (3.13)
- () e ()
so daR die Gleichung der kubischen Fliche im P2 in den Koordinaten (a : --- : d)
lautet:
3 3 _ CZ 3
Feoopie = {a® + b +c3 +d® + (fféaJr %

N (3.14)
H(FE e+ (FE-1) ) =
Betrachten wir nun die kubische Fliche, die wir durch Aufblasen erhalten (s. Satz
1.18), also

Fton—uy == {(a@) : 0(@) : (@) : d(@)) | = € P?} C P,
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wobei a, b, c,d hier wieder die ebenen Kubiken darstellen, die eine Basis des Li-
nearsystems durch die sechs Punkte bilden. Wegen der Gleichung Y~ a® = 0 (also
a(z)®+-+ -+ f(z)% = 0 Vz € P?), die fiir die Kubiken a, . .., f gilt, haben wir sofort,
da Fope abgeschlossen ist: Fjow—up C Feoope- Die kubische Flache Fpjpy—rp ist
aber glatt und enthélt keine mehrfachen Komponenten; die beiden kubischen Fli-
chen Fgope und Fpjoy—p miissen daher identisch sein. Liegen entweder drei der
sechs Punkte Py,..., P auf einer gemeinsamen Geraden oder alle sechs auf einer
gemeinsamen Konik, so hat Fpgjey—yp ebenfalls keine mehrfachen Komponenten
(FBlow—up hat némlich nur isolierte gewhnliche Doppelpunkte, s. Abschnitt 4.2
auf Seite 76) und es gilt ebenfalls: Fijo—17p = Fobie- O

Die im Beweis von Satz 3.14 ausgefiihrten Rechnungen zeigen, dak wir, wenn wir
setzen k; := % Vi € I := {a,b,c,d}, die Gleichung der kubischen Fliche im P3
mit den Koordinaten (a : b: c¢: d) schreiben kénnen:

it (Z (—k; — 1) i>3 + (Z ks z')g. (3.15)

el el el

Mochten wir uns die Fléache allerdings ansehen, bendtigen wir eine affine Gleichung
in 3 Variablen; dazu kommen wir im Abschnitt 3.4 ab Seite 71.

3.3 Die Tritangetialebenen und die Geraden

Tritangentialebenen sind Ebenen im P3, die die kubische Fliche in genau 3 Gera-
den schneiden. Im Allgemeinen schneidet eine Ebene aus der kubischen Fliche (im
Folgenden mit S bezeichnet) eine ebene Kubik heraus - im Fall von Tritangential-
ebenen besteht diese Kubik aus drei Geraden.

Fixiert man eine Doppel-Sechs-Konfiguration (s. Abschnitt 2.2.2), benennt deren
Geraden entsprechend a; und b;, 2 = 1,2,...,6 und die anderen 15 Geraden mit ¢;;,
1,7 =1,2,...,6, 1 < j, so gibt es 15 Tritangentialebenen, die jeweils drei Geraden
vom Typ c¢;; und 30 Tritangentialebenen, die jeweils eine Gerade a;, b; und c¢;;
aus der Kubik schneiden (ausfiihrlich werden diese Zusammenhinge im Kapitel
2, S. 31, dargestellt). Im Folgenden werden wir die Gleichungen der insgesamt 45
Tritangentialebenen berechnen, in Abhéngigkeit zundchst von den sechs Punkten
und dann von den sechs Koeffizienten @, ..., f der Hexaederform.

Der Ubersichtlichkeit wegen werden wir immer im P® mit den Koordinaten (a : - - :
f) und nicht im P? arbeiten. Die Buchstaben a,..., f werden aber auch weiterhin
manchmal Kubiken im P? darstellen; es ist (hoffentlich) immer klar, wann eine
Gleichung in den Koordinaten (z : y : 2) des P2 und wann eine Gleichung in den
Koordinaten (a : --- : f) des P® vorliegt.
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Die ersten 15 Ebenen und Geraden

Aus den 15 Beziehungen in (3.5) ergeben sich sofort die Gleichungen der ersten
15 Tritangentialebenen und Geraden. Jede Gerade (ijz) C P? wird némlich auf
eine Gerade ¢;; C P3 der kubischen Fliche S abgebildet. Somit ist das Bild ¢;2
der ebenen Geraden (12z) = {a +d =0} N{b+e =0} N{c+ f = 0} komplett
in S enthalten und ist die Gerade, die durch den Schnitt der Ebenen {a + d = 0},
{b+e =0} und {c+ f = 0} gegeben ist. Entsprechendes gilt natiirlich fiir die
anderen Geraden (mit Hilfe von (3.5):

Satz 3.15 (Die ersten 15 Geraden und Tritangentialebenen)

Bezeichnen c;; die 15 Geraden der kubischen Fliche S in Doppel-Sechs-Notation
und sind (a : --- : f) die Koordinaten des PS5, so sind die ¢;; der Schnitt jeweils
dreier Ebenen.

ci2 = {a+d=0} n {b+e=0} N {c+f=0}
ciz = {a+f=0 n {b+d=0} N {c+e=0}
cia = {a+c=0} n {b+f=0} N {d+e=0}
ci5 = {a+b=0} N {c+d=0} N {e+f=0}
cie = {a+e=0} N {b+c=0} N {d+f=0}
co3 = {a+e=0} n {b+f=0} N {c+d=0}
coa = {a+b=0} N {c+e=0} N {d+f=0}
cs = {a+f=0} N {b+c=0} N {d+e=0} (3.16)
c6 = {a+c=0} N {b+d=0} N {e+f=0}
cza = {a+d=0} N {b+c=0} N {e+f=0}
35 = {a+c=0} N {b+e=0} N {d+f=0}
36 = {a+b=0} N {c+f=0} N {d+e=0}
cas = {a+e=0} N {b+d=0} N {c+f=0}
cas = {a+f=0} N {b+e=0} N {c+d=0}
cs6 = {a+d=0} n {b+f=0} N {c+e=0}

Umgekehrt sieht man aus dieser Tabelle, dafs die 15 Ebenen der Form {a +b = 0}
Tritangentialebenen sind, da sie jeweils genau drei der c;; aus der kubischen Fléiche
S schneiden. i

Aus der obigen Tabelle kann man zwar auch ablesen, welche Ebene welche Gera-
den aus der Kubik S herausschneidet; allerdings ist dies aus der Ubersicht (3.5)
auf Seite 55 direkter zu sehen, die die entsprechenden Verhiltnisse in der Ebene
zusammenfafst.
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Die restlichen Gleichungen, ausgehend von den 6 Punkten

Durch jede Gerade ¢;; auf S gehen genau fiinf Tritangentialebenen (Lemma 2.2, S.
32), von denen eben in (3.16) erst drei angegeben wurden. Die verbleibenden zwei
sind die Ebenen, die vom Bild jeweils einer Konik und ¢;; aufgespannt werden (Satz
1.21 und 1.22). Fiir die Gerade (12z) sind das die beiden Koniken (jeweils eindeuti-
gen) durch die Punkte Py, P3, Py, Ps, Ps sowie durch die Punkte P, P3, Py, Ps, Ps.
Um nun aber die Gleichungen dieser Tritangentialebenen zu bestimmen, versuchen
wir, die Gleichung der entsprechenden Kubik (12z)(134562%) in der Ebene durch
die Kubiken a, ..., f auszudriicken. Wie wir schon im Beweis zu Satz 1.13 gesehen
haben, 148t sie sich mittels (a + d) und (b + e) linear kombinieren. Lassen wir die
fixe Gerade (12z) auken vor, suchen wir Konstanten k; und kg, so daf

(k1(34z)(562) + ko(53z)(46z)) = (1345622).

Da die rechte Seite der Gleichung, ausgewertet im Punkt P;, 0 ergibt, mufl dies
fiir die linke Seite auch gelten. Das liefert:

k1(341)(561) = —ko(531)(461).
Eine moglich Wahl fiir k1 und ks ist somit

ki = (531)(461)

ky = —(341)(561), (3.17)

da (531)(461)(34x)(56z) — (341)(561)(53z)(46x) bis auf einen konstanten Faktor
ebenso die eindeutige Konik durch die Punkte Pi,..., Ps ist wie (13456x2). Ent-
sprechendes gilt fiir die zweite Konik, so daf wir folgende Gleichungen der ebenen
Kubiken und damit der Tritangentialebenen erhalten:

((531)(461)(a +d) — (341)(561)(b+e) = 0},

((532)(462)(a +d) — (342)(562)(b+¢) = O} (3.18)

Analog geht man vor, um die jeweils zwei noch fehlenden Tritangentialebenen
durch die anderen Geraden zu finden:

Satz 3.16 (Die weiteren 30 Tritangentialebenen)

Bezeichnen wir mit E(c;j,a;,b;) die durch die Geraden c;j, a; und b; aufgespannte
Tritangentialebene der kubischen Flidche S, so kénnen wir die 30 Tritangential-
ebenen in den Koordinaten (a : --- : f) des P5, abhingig von den sechs Punkten
Py, ...,Ps € P? folgendermafien aufschreiben ((ijk) bezeichnet weiterhin die in
Abschnitt 3.1 eingefiihrte Determinate der aus den Punkt — Koordinaten beste-
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henden Matrix):

(612, ai, b2) = {(531)(461)(@ + d) (341)(561)(b + e) = 0},
E(c12,a9,b1) = {(532)(462)(a + d) — (342)(562)(b + €) = 0},
E(c13,a1,b3) = {(541)(261)(a + f) — (251)(461)(b + d) = 0},
E(c13,a2,b1) = {(543)(263)(a + f) — (253)(463)(b + d) = 0},
E(CM, ai, b4) = {(231)(561)((1 + C) (351)(261)(b + f) = 0},
E(CM, as, bl) = {(234) (564) (CI, + C) (354)(264) (b + f) = 0},
E(C15,a1,b5) = {(321)(461)(0, + b) — (241)(361)(6 + d) = 0},
E(ci5,a2,b1) = {(325)(465)(a + b) — (245)(365)(c + d) = 0},
E(ci6,a1,b6) = {(341)(251)(a + €) — (321)(541)(b + ¢) = 0},
E(ci6,a2,b1) = {(346)(256)(a + €) — (326)(546)(b + ¢) = 0},
E(023, ag, b3) = {(142)(562)(@ + 6) - (452)(162)(b + f) = O},
E(co3,a3,b2) = {(143)(563)(a + €) — (453)(163)(b + f) = 0},
E(CQ4, as, b4) = {(312)(562)(0, + b) - (152)(362)(0 + 6) = 0},
E(Cz4, ag, bg) = {(314)(564)(0, + b) (154)(364)(6 + 6) = 0},
Efcas, a2, bs) = {(342)(162)(a + f) — (132) (462)(b + ) = 0}, .19
E(co5,as5,b2) = {(345)(165)(a + f) — (135)(465)(b + ¢) = 0}, '
E(CQ(;, as, b(;) = {(312)(452)(a + C) (532)(412)(b + d) = 0},
E(cg6,a6,b2) = {(316)(456)(a + ¢) — (536)(416)(b + d) = 0},
E(c3q,a3,bs) = {(253)(163)(a + d) — (123)(563)(b + ¢) = 0},
E(634, a4, b3) = {(254)(164)(0, + d) — (124)(564)(b + C) = O},
E(c3s5,a3,b5) = {(213)(463)(a + ¢) — (143)(263)(b + €) = 0},
E(C35, as, b3) = {(215)(465)((1 + C) — (145)(265)(b + 6) = 0},
E(c36,a3,bs) = {(543)(213)(a + b) — (513)(423)(c + f) = 0},
E(C36, ag, bg) = {(546)(216)((1 + b) — (516)(426)(6 + f) = 0},
E(cy5,a4,b5) = {(314)(264)(a + €) — (234)(164)(b + d) = 0},
E(cys5,a5,bs) = {(315)(265)(a + €) — (235)(165)(b + d) = 0},
E(ca6,a4,b6) = {(124)(534)(a + f) — (254)(134)(b + ) = 0},
E(ca6,a6,bs) = {(126)(536)(a + f) — (256)(136)(b + e) = 0},
E(cs6,a5,b6) = {(235)(145)(a + d) — (435)(215)(b + f) = 0},

E(cs6,a6,b5) = {(236)(146)(a + d) — (436)(216)(b+ f) =0}. O

Korrolar 3.17 (Die 45 Tritangentialebenen)

Nach Satz 3.15 und Satz 3.16 gibt es 15 Tritangentialebenen vom Typ a + b = 0,
die jeweils drei Geraden vom Typ c;; aus der kubischen Fliche schneiden und
30 Tritangentialebenen vom Typ (321)(461)(a + b) — (241)(361)(c + d) = 0, die
Jjeweils eine Gerade c;j, eine exzeptionelle Gerade a; und eine einer ebenen Konik
zugehorige Gerade b; aus der kubischen Fliche schneiden.

Korrolar 3.18 (Die 27 Geraden)

Nach Satz 3.16 erhalten wir die exzeptionelle Gerade a;, indem wir zwei beliebige
Indizes 3,k € {1,2,...,6}\{i},j # k, wahlen und die Ebenen schneiden, die durch
Cij, @i, bj bzw. ¢, a;, by aufgespannt werden. Entsprechendes gilt fiir die zu den
sechs Koniken durch jeweils fiinf Punkte gehoérenden Geraden b; der kubischen
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Fliche. Wie wir ebenfalls aus der Tabelle (3.19) ersehen, kénnen wir aus den dort
angegebenen 30 Tritangentialebenen auch die Geraden c;; erhalten, indem wir
jeweils zwei aufeinanderfolgende Ebenen miteinander schneiden.

Korrolar 3.19

Haben die Punkte P, ..., Ps € P? nur reelle Koordinaten, so sehen wir aus den
Gleichungen der Tritangentialebenen sofort, dafs diese und daher auch alle Geraden
ebenfalls reell sind.

Da beim Cubic Surface Program die Punkte in der reell-affinen Ebene liegen, kon-
nen damit also nur kubische Fldchen visualisiert werden, deren 27 Geraden alle
reell sind. Insbesondere erhalten wir damit also nicht die in Abbildung 1.3 auf
Seite 1.3 dargestellte kubische Fléiche, die topologisch gesehen aus zwei Kompo-
nenten besteht und auf der nur drei reelle Geraden liegen. Leider hatte ich keine
Zeit, das Programm dahingehend zu &ndern, dafs es auch komplexe Koeffizienten
akzeptiert — dies wére zumindest fiir eine Version sinnvoll, die nicht einfach die
Maus — Koordinaten als Koordinaten verwendet.

In [Sch, 1858, S. 214 in den Ges. Abh.| klassifiziert Schlafli die kubischen Fléchen
mit reellen Koeffizienten nach der Anzahl der auf ihr befindlichen reellen Geraden.
Demnach gibt es die folgenden fiinf Typen:

e Alle 27 Geraden und alle 45 Tritangentialebenen sind reell.
e 15 Geraden und 15 Ebenen sind reell.

Sieben Geraden und fiinf Ebenen sind reell.

Drei Geraden und 13 Ebenen sind reeell.

Drei Geraden und sieben Ebenen sind reell.

Die Gleichungen, ausgehend von den 6 Koeffizienten

Wir haben eben die Gleichungen aller 27 Geraden, ausgehend von 6 Punkten des
P?, bestimmt. Haben wir aber keine sechs Punkte gegeben, sondern die Gleichung
einer kubischen Fliche in Hexaderform, sind also 6 Koeffizienten a, ..., f gegeben,
so konnen wir die Gleichungen der Tritangentialebenen ebenfalls direkt angeben.

Hierzu miissen wir allerdings noch etwas Vorarbeit leisten. Ein natiirlicher An-
satz ist es, die in (3.19) auftretenden Vorfaktoren durch die 6 Koeffizienten auszu-
driicken. Betrachten wir also nochmals die beiden Kubiken, die sich in der Geraden
(12z) schneiden:

(531)(461)(a +d) — (341)(561)(b+e) = O,
0

(532)(462)(a +d) — (342)(562)(b+e) = (320)
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Da wir Produkte der Form (ijm)(kin) mittels a, ..., f darstellen kénnen (s. (3.10)
S. 59), multiplizieren wir die beiden Gleichungen miteinander und erhalten:
0 = (a+ d)Z((531)(462) - (532)(461))
+ (b+€)?((341)(562) - (342)(561) )
—(a+d)(b+e) ((531)(462) - (341)(562)
+ (532)(461) - (342)(561) + (563)(142) - (512)(436)).

(3.21)

Mittels der angesprochenen Tabelle (3.10) konnen wir die Determinanten-Produkte
nun umschreiben. Wir betrachten zunéchst aber nur den zu (a+d)(b+e) gehorigen
Vorfaktor:

bt+ectNd+e+f)—(ctet+fb+d+e)—(b+ctd)(b+d+ )
Es fillt auf, dak diese Darstellung symmetrisch in ¢ und f ist. Multiplizieren wir
aus, so ergibt sich unter Benutzung von ) a = 0:

cf == ao + 2@ + f2 +&f), (3.22)

wobei ap := 5" @b die im Abschnitt 3.1 (S. 49) eingefiihrte Summe iiber alle mog-
lichen Produkte bezeichnet. Schreiben wir jetzt auch die anderen Determinanten
in (3.21) entsprechend der Tabelle (3.10) um, nutzen ¢+ f = —(a+d) — (b+ ¢€)
(daraus folgt: (c+ f)? = (a + d)? + 2(a + d)(b+ €) + (b + €)?) aus und definieren
ad und be entsprechend (3.22), so finden wir schlieflich:

ad(a+d)? +be(b+e)® +cf(c+ f)>=0. (3.23)

Die beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung kénnen auf drei dquivalente
Weisen geschrieben werden, je nachdem, nach welcher der drei Summen (a + d),
(b+e) oder (¢ + f) wir auflosen (nachdem wir eine der anderen Summen wieder
vermoge Y a = 0 umgeschrieben haben):

(be —do)(b+e) — (cf +d2)(c+ f) = 0,
(cf —do)(c+ f) —(ad +do)(a+d) = 0, (3.24)
(ad —ds)(a+d) — (be + d2)(b+€) = 0,

wobei

do® = — be cf —cf ad — ad be. (3.25)

Die beiden Tritangentialebenen stimmen also {iberein, wenn do = 0 gilt. In die-
sem Fall miissen demnach die beiden Koniken durch die Punkte 1,3,4,5,6 bzw.
2,3,4,5,6 iibereinstimmen und die 6 Punkte auf einer Konik liegen. Dies muf
aber eine in den 6 Punkten symmetrische Bedingung sein; da auRerdem dp? nur
aus Termen vom Grad 4 in @, ..., f besteht, miissen wir dy? schreiben kénnen als
do? = Xas® + pay fiir gewisse Konstanten ), . Hier ist, dhnlich ag, a4 definiert als

69



Kapitel 3. Explizite Berechnung der Gleichungen 70

aq := Y abed, also als Summe iiber alle moglichen Produkte aus 4 verschiedenen
Koeffizienten. Multiplizieren wir aus, so finden wir schliefslich:

d22 = a22 — 40,4. (326)

Wir haben in (3.24) zwar schon alle 30 Tritangentialebenen vom Typ v(a+d)—w(b+
e) alleine durch die Koeffizienten @, ..., f dargestellt. Allerdings ist das Vorzeichen
von ds in (3.24) noch nicht eindeutig bestimmt. Um dieses festzulegen, ziehen wir
die andere Bedingung dafiir, daf die 6 Punkte auf einer Konik liegen, zu Rate:

, (531)(461) (341)(561) \ _
dy = det( (532)(462) (342)(562) ) =0 (3.27)

Die beiden Kubiken in (3.20) sind nédmlich identisch, wenn die Determinante des
Gleichungssystems 0 wird. Da aber beide Kubiken die Gerade (12z) als Faktor
beinhalten, miissen auch die Koniken iibereinstimmen. Wir haben also: kdy = do’ =
(531)(461) - (342)(562) — (341)(561) - (532)(462) fiir eine Konstante k. Benutzen
wir nun wieder (¢ + f)? = (a + d)? + 2(a + d) (b + €) + (b + €)?, kénnen wir (3.23)

umschreiben zu
(a+d)%(ad —cf) + (b4 e)*(be — cf) — 2(a + d)(b+ e)cf = 0.

Vergleichen wir dies nun mit (3.21), so finden wir zunéchst

adcl = (531)(461) - (532)(462),
beel  — (341)(561) - (342)(562), (3.28)
cf = (531)(461) - (342)(562) + (532)(462) - (341)(561)

und schlieRlich: k2dy® = — be cf — cf ad — ad be. Wegen (3.25) withlen wir k = 1
und erhalten so aus (3.24) mit 3.28 die erste der beiden Ebenen aus (3.20). Wir
haben also gezeigt:

Satz 3.20 (Die 30 Tritangentialebenen, abhéingig von a,..., f)
Sind ad, be und cf definiert wie in (3.22),

cf == as +2(& + f? + &f) ete.,
und ist d3 definiert wie in (3.26),
dy” = ay” — day,

so konnen wir die erste der 2 - 15 Tritangentialebenen aus Satz 3.16 in den drei
dquivalenten, nur von den Koeffizienten a,...,f € C abhdngigen, Darstellungen
angeben:

(be —dy)(b+e€) — (cf +d2)(c+ f) = 0 &
(cf —dg)(c+ f) = (ad+do)(a+d) = 0 &
(ad — do)(a +d) — (be + d2)(b+e) = O.
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Waéhlen wir das Vorzeichen von dp geméf

(531)(461) (341)(561) )

dy = det( (532)(462) (342)(562)

so erhalten wir dadurch die erste der beiden Ebenen. Die weiteren Tritangential-
ebenen ergeben sich durch Permutation der a, ..., f und @,..., f aus diesen Glei-
chungen, wobei bei einer ungeraden Permutation das Vorzeichen von do geandert
werden mubk.

3.4 Affine Darstellungen

In den vorangehenden Abschnitten haben wir explizite Gleichungen fiir die kubi-
sche Fliche, deren 45 Tritangentialebenen und deren 27 Geraden im P3 gegeben.
Da wir uns dies alles aber auch anschauen mdéchten, bendtigen wir Darstellungen
im affinen 3-Raum. Wir miissen uns also entscheiden, welche Ebene die Rolle der
unendlich fernen Ebene iibernehmen soll.

Benennen wir die Koordinaten des P® mit (z : 4 : 2 : w), so kénnen wir als solche
beispielsweise die Ebene {w = 0} wéhlen. Um diese Ebene zur unendlich Fernen
zu machen, setzen wir in allen Gleichungen w := 1.

Wir suchen aber eine affine Darstellung, in der die Diagonalfliche von Clebsch
C:={x3+y*+22+w3+ud =0,u := —(z+y+2z+w)} als Spezialfall einer glatten
Fldche — und besser auch die Cayley Kubik als Fliche mit vier Doppelpunkten
— moglichst gut erscheint. Damit ist insbesondere gemeint, daf alle 27 Geraden
auf dieser Fliche zu sehen sein sollen und die gesamte Fliche sehr regelméfig
erscheinen soll. Fiir die gerade angesprochene Ebene {w = 0} ist dies nicht gegeben,
da die drei Geraden (s. Abschnitt 1.2 {iber die Pentaederform) iy := {z +y =
0}N{z+u=0},lp :={z+u=0}N{y+2 =0} und I3 := {z+2 = 0}N{y+u =0}
in dieser Ebene und daher im unendlich Fernen liegen; es gilt ndmlich:

fw=1}ncnli={w=1}n{z*+* + 22 +w® +u> =0} N[y
={B+yP+2 1+ =0 n{z+y=0}Nn{z+u=0}
=P+ +2+ 13+ =0 n{z=—y}n{z=—u}
={-y*+y° —u* +1° + 4> =0}

—{1=0}=0.

Die traditionelle Wahl ist eine Substitution der Art w :=2(1 —z — y — 2z), so daf
die unendlich ferne Ebene von der Form {3w +z +y + 2 = 0} ist (s. Abb. 3.5). In
dieser Ebene liegen die drei Eckardt — Punkte (1: =1:0:0:0),(1:0: —=1:0:0)
und (0:1:—1:0:0) — im Bild sind also drei Mal jeweils drei Geraden parallel,
da sie sich in einem dieser unendlich fernen Eckardt-Punkte treffen. In der affinen
Darstellung liegen somit zwar nicht alle Eckardt — Punkte im Endlichen, dafiir
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aber alle Geraden und durch die im Bild gut zu erkennende Parallelitdt der sich
in den Eckardt — Punkten treffenden Geraden sind doch wieder alle diese Punkte
sichtbar.

v

Abbildung 3.5: Zwei affine Darstellungen der Diagonalfliche von Clebsch: w =
2-(1 -2z —y— 2) (links) bzw. w = 1 (rechts).

Fiir die Cubic Surface Homepage haben wir diese Wahl {ibernommen. Fiir unsere
Anwendungen hat diese Darstellung ndmlich den weiteren Vorteil, daf der Prozef
des Zusammenziehens eines Halses gut zu beobachten ist (fiir Abbildungen s. Ab-
schnitt 4.4 und das Daumenkino Von Clebsch bis Cayley), da die vier Hélse sehr
regelméfig angeordnet sind und daher die vier Doppelpunkte der Cayley-Kubik,
die durch das Zusammenziehen entstehen, ebenfalls schén zu sehen sind.

Da wir im Cubic Surface Program zur Verdeutlichung der Kriimmung in Punkten
der Fliche und zur Veranschaulichung des Ubergangs einer allgemeinen Tangen-
tialebene in eine Tritangentialebene auch Tangentialebenen in bestimmten Punk-
ten zeichnen lassen wollen, bemerken wir hier noch, daf nach Wahl einer Basis
{@0,---,p3} des Linearsystems der Kubiken durch die sechs Punkte, die eindeuti-
gen Koordinaten des zu einem Punkt P € P?\{P,..., Ps} gehérigen Bildpunktes
durch @ = (@o(P) : --- : p3(P)) € P gegeben sind (s. Abschnitt 1.3).

Als Basis wihlen wir entsprechend (3.14), S. 63, vier Kubiken aus {a,b,..., f},
so daf fiir die anderen beiden (0BdA. e und f) gilt: & # f. Wir haben also den
Bildpunkt @) gefunden und kénnen somit die Tangentialebene in diesem Punkt an
die kubische Fliache berechnen:

oF oF oF oF
To(z,y,z,w) =z - %(Q) +y- a—y(Q) +z- 5(@) +w- %(Q)-

Eine andere Anwendung der expliziten Koordinaten der Punkte wire es, iiber eine
Triangulierung des P? eine Triangulierung der Fliche zu erhalten. Hierzu muf
man nur in der Umgebung der sechs Punkte ein wenig aufpassen; in jeder Richtung
ergeben sich unterschiedliche Koordinaten als Grenzwert, da jeder der sechs Punkte
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ja durch die allen Richtungen entsprechende Gerade ersetzt wird. Somit werden
Dreiecke der Ebene, die einen dieser sechs Punkte als Eckpunkt enthalten, auf ein
Viereck der Fliche abgebildet, das man dann in zwei Dreiecke aufteilen muf.

Eine solche Triangulierung der Fléiche ist interessant, da man diese dann mit Hil-
fe eines 3D-Betrachtungs-Programmes in Echtzeit drehen, sich von verschiedenen
Blickwinkeln aus ansehen und auf ihr ’herumlaufen’ kann (beispielsweise auf fest-
gelegten Pfaden, wie einer der Geraden). Es ist sogar moglich, mehrere kubische
Fléchen zu einem sich verdndernden Szenario zusammenzufassen und dann in die-
sem Szenario herumzulaufen, es zu drehen etc. Mit ein wenig Programmierung
konnte man auch, ohne Neuberechnungen durchfiihren zu miissen, beliebige Ob-
jekte (Geraden, Ebenen, Flichen) ein— bzw. ausblenden. Leider hatte ich nicht
geniigend Zeit, diese weiteren interessanten Anwendungen der expliziten Gleichun-
gen zu implementieren.
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Kapitel 4

Spezielle Konfigurationen der
sechs Punkte

In den vorangehenden Kapiteln haben wir nur den Fall glatter kubischer Fléchen
betrachtet, den Fall also, in dem die sechs Punkte P, P,, ..., Ps des P?, in denen
dieser aufgeblasen wird, weder auf einer gemeinsamen Konik noch drei von ihnen
auf einer gemeinsamen Geraden liegen. In diesem Abschnitt werden wir nun diese
besonderen Fille untersuchen und im Anschlufs daran erldutern, wie sich die Ge-
raden auf den kubischen Fldchen verdndern, wenn die sechs Punkte nach und nach
in solch eine spezielle Konfiguration verschoben werden. Da in einer gedruckten
Arbeit nur einzelne Bilder gezeigt werden kénnen, die diese Entwicklung veran-
schaulichen, liegen zur Verdeutlichung Daumenkinos bei, anhand derer man die
Ausfithrungen besser nachvollziehen kann.

Fiir diese Untersuchungen nutzen wir die expliziten Gleichungen, die wir im vorigen
Kapitel berechnet haben, indem wir die sich durch die speziellen Konfigurationen
ergebenden Determinanten — Bedingungen der Form (123) = 0 oder (12,34, 56) = 0
dort einsetzen. Dies wird zeigen, wie gut diese Gleichungen geeignet sind, um die
Verhéltnisse der Geraden, Tritangentialebenen und der Fliche untereinander im
Detail zu verstehen.

4.1 Eckardt — Punkte

Alle Punkte des P2 aufier den sechs speziellen Punkten haben auf der Fliche einen
eindeutigen Bildpunkt, auch wenn die sechs Punkte nicht in allgemeiner Lage sind
(s. Abschnitt 1.3). Daher haben wir sofort:

Satz 4.1
Zwei oder drei Geraden, die sich in der Ebene in einem Punkt, der nicht einer der

sechs speziellen Punkte ist, schneiden, treffen sich auch auf der Fliche in einem
Punkt (Abb. 4.1). a

74



Kapitel 4. Spezielle Konfigurationen der sechs Punkte 75

o
1 NG

Abbildung 4.1: Drei Geraden schneiden sich hier in einem gemeinsamen, glatten
Punkt der Flidche, einem sog. Eckardt-Punkt.

Glatte Punkte einer kubischen Fléche, in denen sich drei Geraden treffen heiflen
Eckardt-Punkte (s. Definition 1.6). Neben der eben erwdhnten Méglichkeit, solche
Punkte zu erhalten, gibt es noch eine weitere; es gilt genauer:

Satz 4.2 (Punkt-Konfigurationen und Eckardt-Punkte)

Sind die sechs Punkte Py, ..., Ps des P? in allgemeiner Lage (d.h. keine drei liegen
auf einer gemeinsamen Geraden, nicht alle sechs auf einer gemeinsamen Konik),
so gibt es genau die folgenden beiden Moglichkeiten, durch eine spezielle Punkt-
Konfiguration einen Eckardt-Punkt zu erhalten:

o In der Ebene schneiden sich drei Geraden durch jeweils zwei der sechs Punkte
in einem Punkt, der keiner der sechs speziellen Punkte ist (Abb. 4.1).

e In der Ebene beriihrt eine Gerade durch zwei der sechs Punkte eine Konik
durch fiinf der sechs Punkte in einem der sechs speziellen Punkte (Abb. 4.2).

P P
Ps

Py

Py

Abbildung 4.2: Eine Konfiguration, die einen Eckardt-Punkt liefert.

Beweis: Ein Eckardt-Punkt kann héchstens entstehen, wenn sich entweder

e in der Ebene drei Geraden in einem Punkt schneiden, der nicht einer der
sechs ist,
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e cine Gerade eine Konik in einem der sechs Punkte beriihrt,

e zwei Geraden sich auf einer Konik im selben Punkt schneiden (der nicht einer
der sechs Punkte ist),

e zwei Geraden sich in einem der sechs Punkte in derselben Richtung treffen
(also iibereinstimmen),

e zwei der Koniken sich in einem Punkt schneiden, der nicht einer der sechs
ist.

Die drei letzten Félle konnen aber offenbar nicht eintreten, wenn die sechs Punkte
in allgemeiner Lage sind, also insbesondere keine drei auf einer Geraden und nicht
alle sechs auf einer Konik liegen. O

Man kann sich iiberlegen, da® so maximal 10 Eckardt-Punkte auftreten konnen!.

Erreicht wird diese Maximalzahl von der sog. Diagonalfliche von Clebsch (s. Ab-
schnitt 4.4.1).

4.2 A;— und Ay,—Singularititen

Wie wir im Abschnitt 1.3 gesehen haben, wird jeder der sechs Punkte P; auf
eine Gerade a; abgebildet, deren Punkte den Richtungen in diesem Punkt der
Ebene entsprechen. Die den ebenen Geraden (12z), (13z), (14z), (15z), (16z)
entsprechenden Geraden cq9, ¢13, €14, C15, €16 Schneiden also die Gerade a1, die dem
Punkt P, entspricht, in fiinf verschiedenen Punkten, falls nicht zwei der ebenen
Geraden zusammenfallen und daher im Punkt P; dieselbe Richtung haben. Jede
der sechs Koniken #' durch die fiinf Punkte {1,...,6}\{i} wird auf eine Gerade
b; abgebildet und die sechs b; bilden gemeinsam mit den a; eine Doppel-Sechs.
Dies kann man nutzen, um zu verstehen, was in Fillen passiert, in denen die sechs
Punkte nicht in allgemeiner Lage sind, also entweder

e drei oder mehr Punkte auf einer Geraden liegen,
e alle sechs Punkte auf einer Konik liegen oder

e zwei oder mehr Punkte unendlich nah beisammen liegen.

Fiir den Beweis des Satzes 1.18 auf Seite 28, der aussagt, daf sich der Blow-Up
P2 des P2 in den sechs Punkten Pi,..., Ps € P2 als kubische Fliche im P? auf-
fassen léft, haben wir benutzt, daf diese Punkte in allgemeiner Lage sind. Und
tatséchlich ist eine solche injektive Einbettung nicht mdglich, wenn einer der eben

'Wir haben dies schon im Abschnitt 3.2.3 auf Seite 62 gesehen. Es ergibt sich auch daraus, daf
die Hessesche einer allgemeinen kubischen Fliche nur 10 Doppelpunkte hat und Eckardt-Punkte
genau in solchen Doppelpunkten auftreten - s. Abschnitt 1.1.
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genannten speziellen Fille auftritt.

In [GH, 1994, S. 640 ff] wird némlich gezeigt, dak der Blow-Up P? die Desingula-
risierung S der singuldren kubischen Fliche? S := ¢ (P2) C P? ist, wenn S nur
isolierte, gewdhnliche Doppelpunkte hat (im Wesentlichen sind dies Singularitéten
wie die eines Kegels; sie heiften daher auch konische oder Cy-Singularitaten oder -
aus anderen Griinden - A;-Singularitdten; s. [GH, 1994, S. 636-646] fiir eine exak-
tere Darstellung). Auferdem wird erklért, dafl, wenn entweder genau zwei der sechs
Punkte im P2 unendlich nah beisammen, drei auf einer gemeinsamen Geraden oder
alle auf einer gemeinsamen Konik liegen, S einen gewohnlichen Doppelpunkt be-
sitzt. Genauer ist diese gemeinsame Gerade durch drei bzw. die gemeinsame Konik
durch sechs Punkte des P2 das Bild unter der Blow-Down Abbildung 7 : § — P2,
Da wir in Satz 3.14 gesehen haben, daf die kubische Fliche in Cobles Hexaeder-
form genau dieser Fliche S entspricht, kénnen wir also die im 3. Kapitel gefundenen
Gleichungen nutzen, um die kubische Fliche S zu untersuchen — wie wir in Lem-
ma 3.13 gesehen haben, kénnen wir die Gleichungen aus dem 3. Kapitel nicht nur
nutzen, wenn die sechs Punkte in allgemeiner Lage sind, sondern es reicht aus,
daR keine fiinf Punkte auf einer Geraden liegen, um eine kubische Fliche im P3
zu erhalten. Bei der Analyse verwenden wir jeweils Bedingungen wie (123) = 0,
die sich durch die spezielle Lage der Punkte (hier liegen P;, P, und Pj auf einer
gemeinsamen Geraden) ergeben, und die, in die expliziten Gleichungen eingesetzt,
Schliisse iiber die Lage der Geraden und Tritangentialebenen zueinander zulassen.

Notation 4.3 Wir bezeichnen mit cio etc. weiterhin den Schnitt der finf in den
Sdtzen 3.15, 8.16 bzw. 3.20 angegebenen Mengen:

ci2 = {a+d=0}Nn{b+e=0}N{c+f=0}
N {(ad — d3)(a + d) — (be + d3)(b + €) = 0}
N {(ad + d2)(a + d) — (be — do)(b+ €) = 0}.

Im glatten Fall entspricht dies dem Bild der ebenen Geraden (12x); wie eben er-
wdhnt, wird aber, falls beispielsweise die Punkte Py, Po und P auf einer Geraden
liegen, die gesamte Gerade (12z) = (13z) = (23z) auf den Doppelpunkt der Fliche
abgebildet. Es ist sinnvoll, mit c1o weiterhin eine Gerade der Fliche und nicht den
Doppelpunkt zu bezeichnen, da erstens die Geraden ci1a und ag beim im Abschnitt
4.4 besprochenen Ubergangsprozef im Grenzwert ibereinanderfallen (s. auch das
Daumenkino Von Clebsch bis Cayley) und da zweitens diese Information verloren
ginge, wenn wir nur angeben wirden, daff die Gerade as doppelt gezihlt werden
muf.

Satz 4.4 (Drei Punkte auf einer Geraden)
Liegen drei Punkte (oBdA. seien dies Py, P, und Ps) auf einer gemeinsamen Ge-
raden (Abb. 4.3), so hat die kubische Fliche S einen Doppelpunkt D. Dieser ist

2or : P2\{Py,..., Ps} — P2 ist wie in Abschnitt 1.3 die komponentenweise aus den Basisele-
menten ;, 1 = 0,1, 2,3 des Linearsystems L aller Kubiken durch die sechs Punkte P, ..., Ps € P2
bestehende Abbildung.
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genau das Bild der drei in der Ebene iibereinander fallenden Geraden. In D tref-
fen sich die 2 -3 = 6 auf der Fliache in Paaren iibereinander liegenden Geraden
{a1,ca3}, {ag,c13} bzw. {as,ci12} und auferdem die 2 -3 = 6 auf der Fliche in
Paaren iibereinander liegenden Geraden {by,css}, {bs,ca6} bzw. {bg,cs5}.

Abbildung 4.3: Liegen drei Punkte auf einer Geraden, treffen sich sechs jeweils
doppelt zdhlende Geraden in einem Doppelpunkt der Fliche.

Beweis: Liegen die drei Punkte P;, P» und Ps in der Ebene auf einer gemeinsamen
Geraden, so stimmen die drei ebenen Geraden (12z), (13z) und (23z) iiberein. Das
gemeinsame Bild dieser drei iibereinander liegenden Geraden ist nach der Tabelle
(3.16) auf Seite 65 also der Schnitt der 3 -3 = 9 Ebenen

Ci12 = C13 = C3 = {a+d=0}ﬂ{b+e=0}ﬂ{c+f:0}
N{a+f=0}N{b+d=0N{c+e=0}
N{a+e=0}n{b+ f=0}N{c+d=0}

Daraus ergibt sich a = b =c= —d = —e = —f, so daf das Bild dieser drei in der
Ebene iibereinander liegenden Geraden nur aus einem Punkt, némlich (1:1:1:
—1:—1:—1) € P5 besteht.

Es bleibt nun noch zu zeigen, welche Geraden sich in diesem Punkt treffen; hierzu
ziehen wir die Ubersicht (3.19) auf Seite 67 zu Rate. Da in dem hier betrachteten
Fall die Determinante (123) und damit auch alle durch Punktvertauschung aus
ihr hervorgehenden, also (132) etc., verschwinden, sehen wir aus der Tabelle, daf
9 der Ebenen mit den obigen 9 Ebenen zusammenfallen. Es sind dies diejenigen,
die das Bild einer Konik, die durch die drei Punkte P;, P> und P5 geht, und einer
Geraden, die durch genau einen der drei Punkte geht, enthalten:

(14.73)(12356.’172) : E(Cl4, ai, b4) = {b + f = 0},
(15.’13)(12346.’1:2) s E(c15,a1,b5) = {C+d = 0},
(162)(123452%) : E(ci6,a1,b6) = {a+e =0},
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(24z)(123562%) : E(co4,a2,bs) = {c+e=0},
(252)(1234622%) : E(cos,a0,b5) = {a+ f =0},
(262)(123452%) : E(cg6,a2,b5) = {b+d =0},
(34z)(1235622) : E(csq,a3,by) = {a+d=0},
(352)(123462%) : E(c35,a3,b5) = {b+e=0},
(362)(1234522%) : E(csg,a3,b5) = {c+ f =0}.

Hieraus kénnen wir nun schliefen, welche Geraden iibereinanderfallen und durch
den Doppelpunkt gehen.

Betrachten wir beispielsweise die erste dieser Ebenen: {b+ f = 0}. Aus der Tabelle
(3.5) auf Seite 55 sehen wir, welche Geraden durch sie aus der Flache geschnitten
werden: cg3, c14 und cs. Aus der Darstellung E(cy4,a1,bs) = {b+ f = 0} wissen
wir, dak sie auferdem die Geraden a; und b4 aus der Fliche schneidet. Eine Ebene
kann aber nach Bézout nur drei Geraden aus einer kubischen Fléche schneiden; es
fallen also einige Geraden zusammen.

Nehmen wir noch die zweite Ebene, {c+d = 0}, hinzu, so kénnen wir entscheiden,
wie die Verhiltnisse genau liegen. Wie eben schneidet diese Ebene némlich die
Geraden ci5, co3 und cq¢ sowie a1 und bs aus der Fliache. Wir sehen also, daf
ap mit der Geraden co3 (s. Notation 4.3 auf Seite 77), by mit cs6 und bs mit cqg
zusammenfallt.

Die weiteren Behauptungen dieser Art ergeben sich entsprechend. Die Tatsache,
daf all diese Geraden durch den Doppelpunkt gehen, ergibt sich aus der Betrach-
tung der Konfiguration in der Ebene, da dort die drei Punkte P;, P> und P35 auf der
gemeinsamen Geraden durch die drei Punkte liegen, die Geraden (45z), (46z) und
(56z) diese Gerade schneiden und die Koniken (12345x2), (12346z2) und (1235622)
sie (nach Bézout) als Komponente enthalten. O

Wir hétten uns diesen Satz zwar auch klarmachen kénnen, indem wir nur mit
der Konfiguration in der Ebene und der Tatsache, daf die speziellen Punkte auf
Geraden abgebildet werden, die allen Richtungen in diesen Punkten entsprechen,
argumentieren; allerdings werden die auftretenden Verhéltnisse dann nicht ganz so
offenkundig.

Dafs sich die drei auf dem Blow-Up disjunkten exzeptionellen Geraden ai, a2 und
a3 auf der Fliche im P3 in einem Punkt treffen, zeigt, dal der Blow-Up in diesem
Spezialfall nicht wie im glatten Fall als kubische Fliche im P? aufgefaRt werden
kann - auf Seite 1.3 kann Lemma 1.17 nicht mehr genutzt werden, um zu zeigen,
daf die Projektion @y, injektiv ist. Wie schon zuvor erwéhnt ist der Blow-Up hier
eine Desingularisierung der kubischen Fléche.

Im obigen Beweis wird das Auftreten des Doppelpunktes nicht direkt gezeigt, son-
dern nur nachgewiesen, daf sich mehr als drei Geraden (ndmlich sechs doppelt
zdhlende) in einem Punkt treffen. Wie schon gesehen, liegen aber alle Tangen-
ten an einen glatten Punkt in einer gemeinsamen Tangentialebene und eine solche
kann nur eine ebene Kubik, also maximal drei Geraden, aus der kubischen Flichen
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schneiden. Gehen also mehr als drei Geraden durch einen Punkt, kann dies kein
glatter sein.

Eine Begriindung, warum solche Singularitdten gew6hnliche Doppelpunkte dar-
stellen, kdnnen wir hier leider nicht geben. Hierfiir muf man die Singularitéten
auf kubischen Fléchen genauer studieren, was den Rahmen dieser Arbeit sprengen
wiirde (s. [Sch, 1863a], [Cay, 1869] und, fiir gewShnliche Doppelpunkte auf kubi-
schen Flichen, [GH, 1994, S. 636-646]). Auch in Satz 4.6 weiter unten werden wir
nur nachweisen, daf sechs doppelt zéhlende Geraden durch einen Punkt gehen, um
zu sehen, daf dies ein gewdhnlicher Doppelpunkt ist.

Satz 4.5 (Mehrmals drei Punkte auf einer Geraden)

Tritt der Fall, dafs drei Punkte auf einer gemeinsamen Geraden liegen, mehrmals
auf, ohne daf alle sechs Punkte auf einer Konik liegen, so ergibt sich jeweils ein
gewohnlicher Doppelpunkt (s. Abb. 4.4). Auf diese Weise erhalten wir maximal
vier gewohnliche Doppelpunkte.

Beweis: Die erste Aussage folgt direkt aus Satz 4.4. Die Maximalzahl kann man
einsehen, wenn man sich die Konfiguration der Geraden in diesem Spezialfall an-
schaut (Abb. 4.19 auf Seite 97); in [GH, 1994, S. 644-646| findet sich eine exaktere
Begriindung. O

LA A

Abbildung 4.4: Zwei, drei bzw. vier Doppelpunkte entstehen, wenn zwei, drei bzw.
vier Mal jeweils drei Punkte auf einer Geraden liegen.

Die Flache mit vier solchen Doppelpunkten heifft Cayley Kubik und wird in Ab-
schnitt 4.4.3 noch einmal gesondert besprochen. Einen gewohnlichen Doppelpunkt
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hat die kubische Fliche aber nicht nur, wenn drei Punkte auf einer Geraden, son-
dern auch, wenn alle sechs auf einer Konik liegen, wie im folgenden Satz gezeigt
wird.

Satz 4.6 (Alle sechs Punkte auf einer Konik)

Liegen sechs Punkte auf einer gemeinsamen Konik, die nicht in zwei Geraden zer-
féllt, so treffen sich die sechs Geraden a;, die den Punkten entsprechen, in einem
gewdbhnlichen Doppelpunkt der Flidche. Die gemeinsame Konik in der Ebene hat
als Bild auf der Fliache nur diesen Doppelpunkt; die Gerade b; fillt mit der Gera-
den a; zusammen fiir alle i = 1,2,...,6 (s. auch Notation 4.3 auf Seite 77). Die
anderen 15 Geraden c;; auf der Fliche gehen im Allgemeinen nicht durch diesen
Doppelpunkt und treffen daher das Bild der Konik nicht.

Abbildung 4.5: Liegen alle sechs Punkte auf einer Konik, so treffen sich die sechs
exzeptionellen Geraden a; in einem gewohnlichen Doppelpunkt (in dieser affinen
Darstellung hat er ein ungewohntes Aussehen), dem Bild der Konik.

Beweis: Alle sechs Koniken (12345z2) etc. in der Ebene sind identisch; daher be-
steht das Bild dieser Konik nur aus einem Punkt, und zwar dem Schnitt aller in
(3.19) auf Seite 67 aufgelisteten Ebenen (von denen hier jeweils zwei aufeinander
folgende identisch sind). Dieser Schnitt ist ndmlich nicht leer, da er ja das Bild der
Konik enthélt, besteht aber auch nicht aus mehr als einem Punkt, da beispielswei-
se die drei ebenen Kubiken (12z)(12345x2), (34x)(123452%) und (56z)(12345z%)
linear unabh#ngig sind, wenn sich die Geraden (12z), (34z) und (56z) nicht in
einem Punkt schneiden (was wir oBdA. annehmen konnen).

Da alle sechs Punkte in der Ebene auf der Konik liegen (s. auch Abb. 4.5), gehen
alle exzeptionellen Geraden durch diesen Punkt. Eine Ebene E(c12, a1, b2) (s. Satz
3.16), die im Normalfall eine Gerade der Form c;9, eine exzeptionelle Gerade a;
und eine Gerade, die einer Konik entspricht, bo, aus der Flache schneidet, liefert
jetzt ebenfalls die Gerade c12 und auferdem ag und by (wie oben schon erwihnt
sind ja zwei in der Tabelle aufeinander folgende Ebenen identisch). Daher liegen a;
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und b; iibereinander fiir alle + = 1,2,...,6. Die 15 Verbindungsgeraden der sechs
Punkte treffen die Konik in der Ebene aber nur genau in diesen sechs Punkten
und gehen daher auf der Fliache nicht durch den Doppelpunkt, da die Tangenten
an die Konik in allen sechs Punkten im Allgemeinen natiirlich nicht mit einer der
Verbindungsgeraden {ibereinstimmen.

Wir haben also gesehen, dafs sich genau sechs doppelt zédhlende Geraden im Doppel-
punkt treffen; wie schon im Anschluff an Satz 4.4 bemerkt ist dies ein gewohnlicher
(A1-) Doppelpunkt. O

Schon Clebsch studiert in [Cle, 1866] tibrigens die Verhéltnisse der Geraden auf
kubischen Flichen mit einem gewohnlichen Doppelpunkt, der auftritt, weil die
sechs Punkte auf einer Konik liegen.

Kommen wir nun noch zum Fall, in dem sogar eine As—Singularitit entsteht.

Satz 4.7

Liegen alle sechs Punkte auf einer in zwei Geraden zerfallenden Konik, aber kei-
ner der Punkte auf deren Schnitt (also je drei auf einer Geraden, aber keine vier
auf einer Geraden; oBdA. seien dies {Pi, P», Ps} und {Py, Ps, Ps}), so hat die
entsprechende kubische Fliche eine As-Singularitdt D. In D treffen sich die 18
in Tripeln iibereinander liegenden Geraden {a1, b1, ca3}, {a2,b2,c13}, {as,bs,c12},
{a4, b4, 656}, {a5, b5, C46}, {ag, b(;, C45} (Abb 4.6).

Abbildung 4.6: Liegen alle sechs Punkte auf einer in zwei Geraden zerfallenden

Konik, aber keiner der Punkte auf deren Schnitt, so hat die entsprechende kubische
Fliache eine As-Singularitét.

Beweis: Wir sind in einer Situation, in der wir Satz 4.6 und zweifach Satz 4.4 (fiir
die Punkte Py, P, und P3 sowie Py, P5 und Ps) anwenden konnen. Deren Aussagen
ergeben gemeinsam genau die Behauptung. Zu beachten ist hierbei, dak sich, wenn
man Satz 4.4 auf die Punkte P;, P, und P3 bzw. auf die Punkte P, P; und P
anwendet, exakt dieselbe Geraden — Konfiguration ergibt. O
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Eines der beiliegenden Daumenkinos verdeutlicht, wie sich eine Fléche mit dieser
Singularitét aus einer glatten Fliche entwickelt. Es entstand, indem ich im Cubic
Surface Program zunichst den Punkt Pj langsam auf die Gerade (12z) und dann
den Punkt P, auf die Gerade (56x) zubewegt habe.

4.3 Zerfallende Flachen

Wir kommen nun zu solchen Konfigurationen der sechs Punkte Pi,...,Ps € P2,
in denen die entsprechende kubische Fliche S, gegeben in Cobles Hexaederform
(Satz 3.14), nicht nur einzelne singulére Punkte hat, sondern in Fléchen niedrigeren
Grades zerfallt.

Notation 4.8 (Zwei Punkte stimmen {iberein) In diesem Abschnitt interes-
sieren wir uns nicht mehr fiir die Deutung des Blow-Ups des P? in den sechs Punk-
ten Pi,...,Ps, sondern betrachten einfach den Grenzwert der kubischen Fldichen,
wenn die sechs Punkte gegen eine spezielle Konfiguration konvergieren, indem wir
die explizite Gleichung der Flache fir die spezielle Punkt — Konfiguration ausrech-
nen.

Dadurch ist es uns maglich, auch Punkt — Konfigurationen zu behandeln, bei denen
zwei Punkte P; und P; identische Koordinaten haben; da so P; keine eindeutige
Richtung in P; definiert, konnen wir den P? in solchen Punkten nicht aufblasen
und auch nicht von unendlich nahen Punkten sprechen. Wir sagen statt dessen
einfach, daff Py und P, iibereinstimmen.

Zunéchst aber zu der Situation, in der vier der sechs Punkte auf einer gemeinsamen
Geraden liegen.

Satz 4.9 (Vier Punkte auf einer Geraden)

Liegen genau vier der sechs Punkte des P? auf einer Geraden und liegen hichstens
jeweils zwei der sechs Punkte iibereinander, so zerfillt die kubische Fliche S in
eine Ebene F und eine Quadrik Q (Abb. 4.7). Q ist genau dann glatt, wenn nicht
zwei der vier Punkte iibereinander liegen. Ist dies aber der Fall, so zerfillt die
Quadrik schon in zwei Ebenen, so dafs die kubische Fliache in diesem Fall also in
drei Ebenen zerfillt.

Beweis: Betrachten wir beispielsweise den Fall, in dem die Punkte P, P>, P53, Py
auf einer Geraden liegen. Nutzen wir die Beziehungen (3.7) aus, so erhalten wir:
b=f,c=¢éund a=d. Mit Y. a = 0 ergibt sich auerdem @ = —(& + f). Da die
Koeffizienten a, ..., f mit einem beliebigen Faktor ungleich null gestreckt werden
kénnen, ohne die Gleichungen zu verdndern, diirfen wir eine weitere Normierung
vornehmen: f := 1 4 € (in unserer Situation ist f — & = (15,43,26) # 0, da wir
zunéchst voraussetzen, daf die Punkt — Paare {P;, P»} und {Ps, P4} jeweils aus
nicht {ibereinanderliegenden Punkten bestehen). Setzen wir dies in die Gleichung
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NNV

Abbildung 4.7: Eine kubische Fliche, die sich aus einer Quadrik und einer Ebene
zusammensetzt, da vier der Punkte auf einer Gerade liegen.

N7

Abbildung 4.8: Eine kubische Fldche, die in drei Ebenen zerfillt, da die {iberein-
ander liegenden Punkte P, und Py mit P; und P3 auf einer Geraden liegen.
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der Fliche in Cobles Hexaederform (3.14) ein, so zerfillt diese in ein Polynom
zweiten Grades und eines ersten Grades:

(98 + 92 + 2)a® + (9&> + 6€ + 1)ab + (—3e — 1)b”

F=-3-(a+d)-| +(98° +12& + 4)ac + (32 + 2)c’ + (182” + 182 + 5)ad

+(9€* + 6€ + 1)bd + (9e” + 12¢ + 4)cd + (9€° + e + 2)d*
Der Gradient der Quadrik @ in der Klammer verschwindet genau fiir die e, die
die quadratische Gleichung 9¢2 + 9e + 2 = 0 erfiillen. Setzen wir deren Losungen
€= —% und —% nun wieder in @ ein, so finden wir:

Qfé = (a+ ¢)(c +d) bzw. Qfg =(a+b)(b+4d), (4.1)

so dak @) schon in zwei Ebenen zerfillt.
Betrachten wir nun den ersten dieser beiden Fille genauer: € = —% und daher
f=1+4+&= 2= —2é Es gilt somit: ¢+ &+ f = 26 — 2¢ = 0. Mit Lemma 3.10
folgt:

(145)(326) = 0 = (146)(253).

Dies kann aber nur passieren, wenn entweder einer der Punkte Ps oder Py auf der
Geraden durch Py, ..., Py liegt (was wir ausgeschlossen haben), P; mit Py iiberein-
stimmt oder P, mit P iibereinstimmt. Analog erhélt man fiir den Fall e = —%, dafs
dann schon entweder P; mit P3 oder P, mit P, iibereinstimmen mufs. Hitten wir
oben vorausgesetzt, daf die Paare {P;, P3} und { P2, P4} jeweils aus nicht iiberein-
ander liegenden Punkten bestehen, hiatten wir die restlichen beiden Moglichkeiten
fiir iibereinanderliegende Punkte erhalten (P; und P, sowie P3 und P, bzw. P
und Py sowie P, und P3).

Setzen wir umgekehrt voraus, daf zwei der vier Punkte, etwa P, und Py iiberein-
ander liegen, so erhalten wir 0 = ¢+ €+ f = 2 + f und finden so, genauso wie
eben, dafs die Quadrik zerfallt. O

Beim obigen Beweis fillt auf, daf die Struktur der Fliche sich nicht &ndert, wenn
die Punkte P5 und Py iibereinanderfallen - die Quadrik zerfallt nicht in drei Ebenen,
wenn P, ..., Py paarweise nicht, aber dafiir P5 und P iiberanderfallen. Dies wird
spéter anschaulich klar werden, wenn wir die Struktur der Geraden auf zerfallenden
Fldchen genauer untersuchen; der Beweis von Satz 4.10 liefert schon einen ersten
Hinweis.

Satz 4.10 (Zwei Punkte stimmen iiberein)

Stimmen zwei Punkte, etwa Ps und Pg, iiberein (s. Notation 4.8), so besteht die
kubische Fliache S ebenfalls aus einer Ebene und einer Quadrik. Die Flédche vom
Grad zwel ist genau dann glatt, wenn nicht zwei der Punkte Pi,..., Py auf einer
Geraden liegen mit Ps und Py (also insbesondere nicht zwei der Punkte Py, ..., Py
iibereinander liegen). Ist dies aber der Fall, so zerfillt die Quadrik schon in zwei
Ebenen.

Beweis: Genau wie im Beweis von Satz 4.9 konnen wir die Beziehungen (3.7) aus-
nutzen. Wieder erhalten wir daraus b= f, ¢ = € und @ = d (da hier: (12,34, 56) =
(12,34,55) = 0 etc.), so dakl der Rest des Beweises analog zu obigem verlduft. O
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Abbildung 4.9: Konfigurationen, bei denen die Punkte P5; und Ps iibereinander
liegen.

Korrolar 4.11

Die vorangegangenen Sétze zeigen, dafk keine Punkt-Konfiguration existiert, so daf
die entsprechende kubische Fliche in Cobles Hexaederform in eine Ebene und einen
Kegel (eine Quadrik mit einem gewdhnlichen Doppelpunkt) zerféllt. O

Liegen sogar fiinf oder sechs Punkte auf einer Geraden, erhalten wir, wenn wir
die Beziehungen (3.7) auf Seite 57 benutzen: @ = b = ¢ = d = ¢ = f. Wir haben
somit nicht die erforderlichen zwei unterschiedlichen linearen Beziehungen zwischen
den Kubiken a,..., f, so dal wir keine kubische Fliche im P? erhalten. Genauso
argumentiert man, wenn drei oder mehr Punkte iibereinander fallen.

Notation 4.12 Wir untersuchen nun die Konfiguration der c;;, a;, b;, die sich,
wie bisher, als Schnitt der im 3. Kapitel angegebenen Mengen ergeben (s. auch
Notation 4.3 auf Seite 77):

ci2 = {a+d=0}n{b+e=0}N{c+ f=0}
N {(ad — d3)(a + d) — (be + d3)(b + €) = 0}
N {(ad + d2)(a + d) — (be — do)(b+ €) = 0}.

Es wird sich zeigen, dafi manche der Gleichungen dquivalent zueinander sind und
daf sich sogar einige der Gleichungen auf0 = 0 reduzieren, so dafl in einigen Fallen
der Schnitt der finf Tritangentialebenen, der im Normalfall aus einer Geraden
besteht, jetzt eine Ebene oder sogar den ganzen P3 liefert. Wir werden aber sehen,
daf$ die Inzidenzstruktur im Wesentlichen erhalten bleibt, wenn wir weiterhin diese
Schnitte mit c;j, a; bzw. bj bezeichnen. Um die Notation zu fizieren, betrachten wir
im Folgenden wieder den Fall (s. den Beweis von Satz 4.9), in dem die vier Punkte
Py, ..., Py auf einer Geraden liegen.

I
Il
Sy

In dieser Situation gilt, wie wir in Satz 4.9 gesehen haben: a = dc=c¢
a = —(€ + f). Daraus ergibt sich leicht:

ay = Z(_IE
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Setzen wir wie im obigen Beweis oBdA. f := 1 + &, so vereinfacht sich dies weiter
Zu:

ag = —2(38% + 3e + 1).
Per Definition gilt somit (s. (3.22)): ¢f = az + 2- (€2 + &f + f2) = 0 und dhnlich
fiir alle u,v € {a,b,..., f},u # v,{u,v} & {{a,d},{c, e}, {b, f}}:

aw = 0. (4.2)

Fiir die drei Ausnahmen (die iibrigens aus den zur Geraden cs6 = {a + d} N {b +
f}N{c+ e} gehorigen Paaren bestehen) erhalten wir:

_ A =2 — :Oa ée{_%a_g}a
ad = 2-(% +96+2){ 20, sonst,
_ _ =0, e=—
= _66_2{ # 0, sonst,
S _ 2
0 e——g,

or = _66_4{ # 0, sonst.

1
3

Da in der aktuellen Situation alle sechs Punkte auf einer Konik liegen (die aus
der Geraden durch Py,...,P; und der Geraden durch P; und Ps besteht), gilt
auRerdem d% = 0. In Satz 3.20 reduzieren sich somit schon alle auRer den beiden
durch cs6 gehenden Ebenen auf Gleichungen der Form 0 =0, a+d=0,b+ f =0
oder ¢ + e = 0. Betrachten wir aber b+ f genauer, so erhalten wir mit (3.13):

e—a e—d
b = b — .. _ d
+f —i-f_éa—l— +f—é_
= b+€_ﬂa+@+?f{b
—€ f—e
oot
Ch o
f—e
_ =0, e=—3,
N (36+1)(a+d):{#0 sons‘c3
und analog
_ =0, e=-2,
c+e:(—3e—2)(a+d):{ #0 sons‘c.3
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Insgesamt gilt also:

P3, ee{-1 -3},

{ce (c+e) =0} {a+d =0}, sonst.

{bf (b+f) =0}

{ad (a + d) = 0}
_ { 13)

1. Fall: Q ist glatt. Betrachten wir zunéchst den glatten Fall, also jenen, in
dem die Quadrik nicht in zwei Ebenen zerfillt und daher € ¢ {—%, —%} Aus der
Ubersicht in Lemma 3.4 und Satz 3.20 sehen wir, daf wegen 4.3 dann alle a; und
alle b; in der Ebene {a+d = 0} liegen. Um diese Information nicht zu verlieren und
da es sich spéter auch noch als sinnvoll erweist, werden wir daher (wie schon oben
angekiindigt) mit a; und b; weiter den Schnitt der fiinf Mengen im P? bezeichnen,
der bei nicht zerfallenden Flichen aus den entsprechenden Geraden besteht. Es
gilt somit:

a;=b;={a+d=0}Vi=1,2,...,6. (4.4)

AufRerdem gilt Ahnliches fiir cs¢ und wir haben:
cs6 = {a+d = 0}. (4.5)

Wie im Beweis von Satz 4.9 gesehen, ist E = {a + d = 0} {ibrigens gerade die
Komponente vom Grad eins der kubischen Fliche — diese 13 Objekte, a;,b;,7 =
1,2,...,6 und csg, bestehen also aus dieser Komponente E der kubischen Flache
S = E-Q. Wir wissen aber noch mehr iiber E; die Tabelle in Lemma 3.5 zeigt uns
beispielsweise (wegen 4.3), dak auch ci2, ¢34, €13, €24, €14 Und co3 darin liegen. Wie
wir in Satz 4.4 {iber den Fall, in dem drei Punkte auf einer Geraden liegen, gesehen
haben, treffen sich von diesen sechs c;; jeweils drei in einem Punkt. Betrachten wir
nimlich beispielsweise die Punkte P;, P, und P; des P2, die nach Voraussetzung
auf einer Geraden liegen, so kénnen wir den eben erwdhnten Satz anwenden, um
zu sehen, daf sich c19, c13 und cog in einem Punkt Di93 mit ¢45, c46 und csg treffen.
In D193 treffen sich also die drei in der Ebene F liegenden Geraden c¢y9,c13 und
co3 und aufserdem die auf der Quadrik @ liegenden cy45 und cgg. Wir sehen also,
daf filir diesen Fall die Notation ¢ = E sinnvoll ist, da cs¢ ja auch durch Djo3
geht. Fiir die anderen drei Mengen aus jeweils dreien der vier Punkte Py,..., Py
gilt Analoges, so da® sich insgesamt ergibt (s. Abb. 4.11):

D123 = cioNecizNegz N a5 N cap,y
Digs = cioNeciaNeas N e35MNesg,
D3y = ci3NezaNes N co5 N e, (4.6)
D3y = co3NezaNeas N cisNeig-
~—_— ~—
CE cQ

Wie man hieraus sieht, ist es sinnvoll, mit a;, b; und cs¢ ganz E zu bezeichnen,
da erstens csg durch all diese vier Punkte gehen muf, zweitens durch jeden der
vier Punkte auch jeweils drei der a; und drei der b; gehen miissen (Satz 4.4) und
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drittens wegen Satz 4.6 sich in all diesen Doppelpunkten die Geraden a; und b;,
1=1,2,...,6 treffen miissen. Mit unseren Bezeichnungen werden all diese Schnitt-
bedingungen erfiillt. Da sich jeweils die beiden Geraden, die in der Quadrik @
liegen, in einem Punkt schneiden, gehoren sie zu unterschiedlichen Familien von
Geraden auf Q). Da wir von Schléflis Notation der 27 Geraden her wissen, dafs c45
die Geraden c3g, cog und c1 schneidet, sehen wir, daf sich die acht auf der Quadrik
liegen Geraden jeweils zu viert in einer der Geraden — Familien von @ enthalten
sind:
Fy = {cu5, ¢35, 25, c15}, Fo := {cus, 36, €26, C16 }-

Mit Hilfe von (4.6) kénnen wir auch die Konfiguration der Geraden auf E komplett
beschreiben, die sechs Geraden bilden nédmlich ein vollstdndiges Viereck (Abb. 4.10
und 4.11).

Abbildung 4.10: Die Konfiguration der in der Ebene FE liegenden Geraden
€12, C13, C14, C23, C24, C34 1St ein vollstédndiges Viereck.

Abbildung 4.11: In vier Punkten des Schnittes treffen sich je 5 der Geraden; die
Ebenen Geraden bilden ein vollstdndiges Viereck.

Um noch eine weitere Begriindung dafiir zu liefern, daf einige Geraden nicht ein-
deutig definiert werden konnen, betrachten wir nun noch kurz verschiedene An-
ndherungen an die spezielle Konfiguration, in der vier Punkte auf einer Geraden
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liegen. Die betreffenden Geraden haben dann verschiedene Grenz — Geraden, so
dak deren Bild im Grenzfall nicht eindeutig definiert werden kann (Abb. 4.12).

Abbildung 4.12: Eine Fliche, die durch leichte Verschiebung eines der sechs ebenen
Punkte, die eine zerfallende Fliache ergeben, entsteht.

Wir vergleichen dies nun mit der Situation, in der Ps; und Py {ibereinander, aber
nicht mit zwei der anderen Punkte auf einer Geraden liegen. Wie wir schon im
Beweis von Satz 4.10 gesehen haben, erhalten wir hier véllig analoge Ergebnisse wie
im Fall, in dem P, ..., Py auf einer Geraden liegen. Die vier Punkte D03 ergeben
sich wieder dadurch, daft vier Mal drei Punkte auf einer Geraden liegen. Jetzt
sind dies zwar {P1, Ps, Ps},...,{Ps, Ps, Ps}, doch sehen wir aus Satz 4.4, daf in
diesen Fillen die Geradenkonfiguration auf der Fliche genau jene ist, die entsteht,
wenn {P,, P3, Py}, ...,{P1, P2, P3} auf einer Geraden liegen. Wir kénnten die vier
speziellen Punkte auf der Ebene E also auch benennen: D155 = Da34,...,Dise =
D1o3.

2. Fall: Q zerfillt. Wie wir in Satz 4.11 gesehen haben, ist dies der einzige noch
zu behandelnde Fall. Da wir aus den Sétzen 4.9 und 4.10 wissen, dal dieser genau
dann eintritt, wenn erstens vier Punkte auf einer Geraden und zweitens zwei dieser
vier Punkte iibereinander liegen, kénnen wir einfach die Ergebnisse der beiden
Situationen, die wir bisher betrachtet haben, zusammenstellen. Fiir P, ..., Py auf
einer Geraden haben wir:

D193 = cioNecizNes N casNeasg =  Dise,
Digs = cioNeciaNeas N e3sNezg = Dase,
Dizs = ci3NezaNes N eosNezg = Dase, (4.7)
Dozys = co3NezsNeas N cisNeg = Dise-
—_— —_——
C Ei1=cs6 C @
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Wenn die Punkte P; und P, {ibereinander liegen, ergibt sich:

Diysg = cosNeggNese N cizNess = Dz,
D356 = c3sNezgNese N ciaNeas = Dy,
Do = c3gNegNeas N cisNess = Digs, (4.8)
Dags = c3aNegsNegs N cigNesg =  Digg.
— S——
C Es=ci4 C Q2
Wir sind also in der Situation & = —% vom Beweis des Satzes 4.9 (s. (4.1) und die

darauf folgenden Zeilen), so daf wir wissen: S = F1-Q1 = —3(a+d)-(a+c)(c+d),
wobel {a + d = 0} = cs6. Fithren wir die dortigen Rechnungen fiir den Fall, daf
Py und Py tibereinander liegen (bzw. entsprechend Ps, Ps, Ps, Ps auf einer Geraden
liegen), erhalten wir: S = Fy-Q2 = —3(a+c)-(a+d)(c+d), wobei {a+c = 0} = c14.
Da aufierdem D256 = D134, D356 = D124 und Cc23 D {D123, D234, D235, D236}, liegt
es nahe zu vermuten, daff co3 = {c + d = 0}.

Und tatséichlich gilt zunéchst, da a =d,b= f,e=€,a= —(e+ f), wegen & = —3
auﬁerdemf—1+e—— —2¢ und somit a = —e + 2e = e:
_ 1- 1_
_:_:d e = ——
a==¢c € 2f 2
Damit erhalten wir:
+ P et C e (B8 et (B4 1)
ate = a+(=———1la+(——— = — e+ (—— -
f—¢ f—e f—¢ f—e
= a—a—c—d=—(c+d)

und, wie schon oben gesehen, b+ f = 0, so dak also wirklich gilt (s. Satz 3.15):

Fs :2023:{c—l—d:0}.

Die Konfiguration, die wir erhalten, ist daher voéllig symmetrisch in den Paaren
{1,4},{2,3},{5,6}. Dies wird auch durch die Tatsache bestétigt, daf sich an den
Gleichungen nichts dndert, wenn aufer P, und P4 auch P und P3 sowie P5 und
Pg iibereinander liegen, wie wir im Beweis von Satz 4.9 gesehen haben.

Wir erwarten also, daf in jeder der drei Ebenen Fi, Fs, F3 je ein vollstindiges
Viereck liegt, allerdings mit der Einschrikung, dafl je zwei der sechs Geraden nicht
als solche auftreten, da c14,co3 und cs¢ jeweils aus einer ganzen Ebene bestehen.
Diese Vierecke sind so angeordnet, daf je zwei der Eckpunkte D;j; im Schnitt von
zwei der Ebenen E1, Fy, E3 liegen.

Im Reellen kénnen wir jedes der Vierecke anschaulich als Grundfliche zweier Pyra-
miden ansehen, die jeweils einen der weiteren Punkte als Spitze haben. Betrachten
wir beispielsweise den Fall, in der eine der beiden den verbleibenden Punkt, etwa
P, umschlieft, so kénnen wir die Geraden als Kanten von vier Tetraedern an-
sehen, die jeweils ihre Spitze in P haben (Abb. 4.13 und 4.14). Liegt einer der
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D234 = Dise

Abbildung 4.13: Die Schnittkonfiguration, wenn die kubische Fliche in die drei
Ebenen FE1, F> und E3 zerfillt.

Abbildung 4.14: Die in drei Ebenen zerfallende kubische Flache und die 3 -4 Ge-

raden, von denen sich je vier in einem Punkt treffen.
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beiden verbleibenden Punkte ,jiiber”, der andere ,unter” einem fixierten vollstandi-
gen Viereck, so kann man die Konfiguration als zwei Pyramiden ansehen, die mit
den Grundflichen aneinander geklebt sind.

Wie wir in (4.3) und (4.2) gesehen haben, bestehen jetzt alle 30 Tritangentialebenen
der Form {(ad — d2)(a +d) — (bf —dz)(b+ f) = 0} aus dem ganzen P3, so daR die
a; und b;, i = 1,2,...,6 also ebenfalls aus dem ganzen P2 bestehen. Dies ist auch
sinnvoll, da ja alle a; und b; durch alle sechs D;j;; gehen und diese nicht in einer
Ebene liegen.

Als letztes werden wir jetzt noch untersuchen, wie die Gleichung der Fliche, die
wir bisher anhingig vom Koeffizient e notiert haben, direkt von den Punkt — Ko-
ordinaten abhéngt, wenn die vier Punkte Pj,..., Py auf einer Geraden liegen.
Wir konnen die Koordinaten der sechs Punkte so wihlen, daf (in Vektorschreib-
weise):

0 0 0
p=(1|, =2 |, Bm=|3, |,

1 1 1

0 5s 62
P=| 4 |, Bs=| 5 |, Bs=| 6,

1 5, 6.

Nach Lemma 3.9 ist
6e = —(23,45,16) — (12,35,46) — (13,24,56) — (14,52, 36) + (15, 34, 26).

Da alle Determinanten der Form (123), in denen nur die Punkte Pi,..., P; vor-
kommen, verschwinden, vereinfacht sich dies zu (s. auch Notation 3.1):

6e = (236)(451) + (126)(354) + (146)(523) + (152)(346).

Betrachten wir nun die einzelnen Summanden:

0 55 0 0 0 6,
(152)(346) = det | 1, 5, 2, |-det| 3, 4, 6,
1 5, 1 1 1 6,

= —55(1y —2,) - 62(3, — 4y),
(145)(236) = 5u(l, —4,)-6,(2, —3,),
(126)(354) = —5(3, — 4y) - 6a(L, — 2,),
(146)(523) = 5a(2y —3,) - 6:(1y — 4).

6€ schreibt sich damit um zu:
be = 2-5;65- ((1y - 4y)(2y - 3y) - (1y - 2y)(3y - 4y)) .

Normieren wir oBdA. wieder, wie im Beweis von Satz 4.9, durch die Wahl f—& = 1
(d.h. P, und P, sowie P3 und Py liegen nicht iibereinander), so erhalten wir:

1=f—é&=(15,43,26) = —(152)(346) = 5,(1, — 2,) - 6,(3, — 4,)
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und somit (es gilt ja: 1, # 2y, 3, # 4y):

1
(1y = 2y)(3y — 4y) .

53;63; =

Damit ergibt sich:

(1y —4y)(2y — 3y) 1
(1y — 2y)(3y — 4y)
Die Gleichungen von Fliche und Tritangentialebenen héngen also, falls die vier

Punkte P, ..., Py auf einer Geraden liegen und nicht P; und P, oder P3 und Py
(Ly—4y)(2y =3y)
) (1y—24)(3y —4y) - ] i
wenn wir voraussetzen, daf weder P; und P3 noch P, und Py iibereinander liegen.

e =

iibereinander liegen, nur vom Verhiltnis ab. Analoges gilt natiirlich,

4.4 Von Clebsch bis Cayley

Zur Veranschaulichung der Sétze, die in dieser Arbeit vorgestellt wurden, liegen
einige Daumenkinos bei, unter anderem auch eines mit dem Titel Von Clebsch
bis Cayley. Es zeigt, wie sich die Fliche, die Geraden und die parabolische Kurve
entwickeln, wenn die sechs Punkte von der Clebsch-Konfiguration in die Cayley-
Konfiguration verschoben werden. Dieser Abschnitt dient zur Erlduterung dieser
Entwicklungen und gleichsam als Anwendung der in dieser Arbeit vorgestellten
Séatze.

4.4.1 Die Diagonalfliche von Clebsch

Wiéhlen wir die Punktkonfiguration in der Ebene so, daf fiinf Punkte Pi,..., Ps
die Eckpunkte eines regelméfigen Fiinfecks und der sechste Punkt Py = % Z?:l P
deren Schwerpunkt ist, so treffen sich in zehn Punkten jeweils drei Geraden in
einem Punkt, der nicht einer der sechs ist (s. Abb. 4.15). Die zugehérige kubische
Flédche hat also zehn Eckardt-Punkte und ist glatt, da weder drei Punkte auf einer
Geraden noch alle sechs auf einer gemeinsamen Konik liegen. In der Abbildung
sieht man drei dieser Punkte auf Anhieb. Drei weitere liegen in der unendlich fer-
nen Ebene als Schnitt jeweils dreier paralleler Geraden und die restlichen zwei
mal zwei Eckardt-Punkte liegen auf der dem Betrachter abgewandten Seite. Die
Farbgebung der Geraden ist so gewahlt, dal die griinen Geraden die sechs exzep-
tionellen Geraden a; darstellen, die sechs blauen die den Koniken entsprechenden
b; und die roten die 15 weiteren Geraden c;;.

4.4.2 Deformationen

Verschieben wir in der Ebene nun beispielsweise den Punkt P3 auf den Schnitt-
punkt der Geraden durch die Punkte P, und P bzw. P5 und Ps, so ergeben
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Abbildung 4.15: Die Konfiguration der 6 Punkte fiir die Diagonalfliche von
Clebsch.

sich zweimal je drei Punkte, die auf einer gemeinsamen Geraden liegen, ndmlich
Py, P;, Py und Ps, Ps, Ps. Die zu dieser Konfiguration gehorige Fléche hat also zwei
Doppelpunkte nach Satz 4.4 (s. Abb. 4.16).

Abbildung 4.16: Der Punkt 3 wurde auf den Schnittpunkt der Geraden 14 und 56
verschoben; es entstehen daher zwei Doppelpunkte.

Um aber noch etwas besser zu verstehen, was alles passiert, wahrend der Punkt
P3 in Richtung auf diese Position wandert, betrachten wir noch zwei der Fldchen,
die sich ergeben, wenn P3 noch auf seinem Weg in die neue Position ist (s. Abb.
4.17). Zunéchst sehen wir hier, daf zwei der ,Hélse“ enger werden — was man ja
auch erwartet, schlieflich werden dies die Doppelpunkte.

Aufserdem ist aber auch interessant, was mit den Geraden passiert, die im Dop-
pelpunkt zusammenfallen werden (s. Satz 4.4). Diese bewegen sich namlich, wie
ebenfalls erwartet, in Paaren aufeinander zu —im Doppelpunkt fallen dann ja sechs
mal jeweils zwei libereinander.
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Abbildung 4.17: Der Punkt 3 ist auf dem Weg zum Schnittpunkt der Geraden 14
und 56 verschoben; zwei der "Hélse’ werden schon enger.

Doch dies ist immer noch nicht alles, was wir entdecken konnen. Wie wir schon
in den Ausfiihrungen, die dem Satz 1.5 auf Seite 13 folgen, gesehen haben, sind
die Eckardt-Punkte der Diagonalfliche genau die im Reellen liegenden isolierten
Punkte der parabolischen Kurve (die hier weifs eingezeichnet ist). Bei der Ver-
schiebung des Punktes 16sen sich auch die meisten der Eckardt-Punkte auf und die
parabolische Kurve verschwindet in der Umgebung dieser Punkte entweder ganz
(im Komplexen) oder wird zu einer kleinen kreisdhnlichen Kurve. Letzterer Fall ist
in der Abbildung 4.17 gut zu sehen.

Wie des weiteren an eben erwihnter Stelle schon erldutert wurde, beriihren die
drei Geraden, die sich zuvor im Eckardt-Punkt getroffen haben, nun diesen kreis-
dhnlichen Teil der parabolischen Kurve. Betrachten wir jetzt wieder die Situation,
in der die beiden Doppelpunkte vorliegen (Abb. 4.16), so sehen wir, dal sich in
jedem Doppelpunkt jeweils zwei kreisihnliche Teile der parabolischen Kurve tref-
fen, daft also der Doppelpunkt selbst im Schnitt der kubischen Flache mit ihrer
Hesseschen liegt (was man nach den Ausfiihrungen im Abschnitt 1.1 sowieso schon
hétte wissen konnen).

Bewegen wir nun den Punkt P, auf den Schnittpunkt der ebenen Geraden (46x)
und (25z) zu, so passiert im Wesentlichen das eben Beschriebene noch einmal.

4.4.3 Die Cayley Kubik mit vier Doppelpunkten

Im Grenzfall der Kubik mit vier Doppelpunkten gibt es dann nur noch neun ver-
schiedene Geraden. Nur die drei nicht durch Doppelpunkte gehenden roten Ge-
raden zdhlen einfach; die restlichen sechs jeweils vierfach, da jede dieser Geraden
durch zwei Doppelpunkte geht.
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Abbildung 4.18: Der Punkt P ist ,auf dem Weg* zum Schnittpunkt der Geraden
(46z) und (25z); die anderen zwei ,Hélse* verengen sich.

Abbildung 4.19: Vier Mal tritt hier der Fall ein, daf jeweils drei Punkte auf einer
Geraden liegen. Die zugehorige kubische Fliche, die Cayley Kubik, hat daher vier
Doppelpunkte.
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Ausblick

Diese Arbeit liefert als wichtigeste Ergebnisse durch die Sétze iiber explizite Glei-
chungen in Cobles Hexaederform die Grundlage fiir das Cubic Surface Program
und fiir das detailgenaue Studium der Geraden auf kubischen Fléchen, die in die-
ser Form vorliegen. Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, ergeben sich bei-
spielsweise bei zerfallenden kubischen Flidchen interessante Konfigurationen von
Geraden auf ihnen, die wohl bisher noch nicht untersucht worden sind, obwohl die
Ergebnisse so schén und auch anschaulich gut zu verstehen sind.

AuRerdem habe ich versucht, einen knappen aber anschaulichen Uberblick iiber
kubische Flachen zu geben, indem ich die im letzten Jahrhundert benutzten Tech-
niken und Ideen erldutert habe. Viele Literaturverweise und die durch Stichpunkte
ergénzte Bibliographie erlauben es, sich gut in den wichtigsten Orignialartikeln zum
Thema zurechtzufinden, so daf dem Leser ein schneller, zielgerichteter Einstieg in
die verschiedenen Aspekte der Theorie der kubischen Flachen moglich ist. Mit Hil-
fe des Programmes kann man dann die in diesen Artikeln sowie im 1., 2. und 4.
Kapitel dieser Arbeit vorgestellten Satze anschaulich nachvollziehen und vielleicht
sogar weitere interessante Tatsachen beobachten und zu verstehen versuchen — wie
ich bei den zerfallenden kubischen Flachen. Beispielsweise fiel mir noch auf, daf,
wenn einer der sechs Punkte der reellen Ebene iiber den Schnittpunkt zweier Ge-
raden ,hinwegléuft, Geradenpaare, deren Geraden im Doppelpunkt iibereinander
liegen, die Lage tauschen.

In dem Programm, das iibrigens hauptséchlich auf den Sétzen 3.14, 3.15, 3.16 und
3.20 basiert, kann man mit der Maus die Punkte verschieben und dabei die sich
verdndernden kubischen Fliachen betrachten. Wie schon in der Arbeit angedeutet,
erhélt man, wenn die Koordinaten der sechs Punkte reell sind, nur Fléchen, deren
Geraden ebenfalls alle reell sind; es wire also eine interessante und nicht sehr auf-
wendige Aufgabe, das Programm so zu erweitern, daf es mit komplexen Punkten
arbeiten kann (allerdings ist dann natiirlich die Konfiguration in der Ebene incht
mehr so einfach und iibersichtlich darstellbar). Auferdem wire eine Erweiterung
sinnvoll, die, ausgehend von den sechs Koeffizienten der Cobleschen Hexaederform,
die Fléchen, Geraden und Tritangentialebenen berechnet und zeichnet (durch Aus-
nutzung von Satz 3.20).

Wie schon in Abschnitt 3.4 erwdhnt wurde, konnte man die expliziten Gleichungen
der Erzeuger des Linearsystems aller Kubiken durch die sechs Punkte auch nutzen,
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um aus einer Triangulierung der Ebene eine Triangulierung der kubischen Flache
zu erhalten. Eine solche konnte man in ein 3D-Betrachtungsprogramm eingeben
und so die Fléche beliebig drehen sowie Geraden oder Ebenen ein- und ausblenden,
ohne daf jedesmal das Bild neu berechnet werden miifte (dies ist némlich beim
Cubic Surface Program notig).

Fiir alle bisher angesprochenen Erweiterungen kann man die in dieser Arbeit be-
sprochenen Sétze verwenden. Coble gibt in [Cob, 1915, S. 194-198] aber auferdem
explizit an, wie man zu einer gegebenen Gleichung einer kubischen Fldche in He-
xaederform die sechs Punkte der Ebene berechnen kann, in denen man die Ebene
aufblasen muf, um die Fliche zu erhalten. Vor allem fiir Gleichungen mit nicht
— reellen oder nicht speziellen Hexaeder — Koeffizienten a,. .., f, ist das interes-
sant, da man sich in diesen Fallen die Konfiguration der sechs Punkte nicht relativ
schnell mit Hilfe der Anzahl der Eckardt- und Doppelpunkte iiberlegen kann.

Alle angesprochenen Erweiterungsmoglichkeiten des Programmes habe ich schon
implementiert; allerdings ist das Programm erstens noch fehlerhaft und zweitens
habe ich die Programmiersprache C++, nicht Java genutzt, so daf das Programm
nicht direkt auf einer Homepage einzusetzen ist.

Wie sieht es aber mit dem umgekehrten Problem aus: Wie lautet fiir eine belie-
bige gegebene Gleichung einer kubischen Fliche die Hexaederform? Diese Frage
fiihrt, wie im Abschnitt iber die Gruppe der 27 Geraden erldutert wurde, auf eine
Gleichung vom Grad 27. Mit Hilfe moderner numerischer Methoden ist es moglich,
diese Gleichungen in Bruchteilen von Sekunden zu lésen. Die Implementierung ei-
nes solchen Programmes wire im Zusammenhang mit dieser Arbeit interessant, da
dadurch der zur hier vorgestellten Theorie umgekehrte Weg geldst und somit der
Kreis geschlossen wire.
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Anhang A

Der Satz von Bézout

Der Satz von Bézout ist in einer verallgemeinerten Form die Grundlage fiir die
Beweise nahezu aller Eigenschaften, die wir in dieser Arbeit iiber kubische Fldchen
vorstellen, da die meisten ndmlich Aussagen iiber Anzahlen gewisser Schnittkurven
algebraischer Flachen sind.

In diesem Abschnitt werden wir diesen Satz zwar nicht beweisen, dafiir aber die
flir uns interessanten Spezialféille ndher betrachten und anhand von Graphiken
erldutern. Doch zunédchst die allgemeine Version des Satzes; Bézout selbst lieferte
den ersten Beweis fiir den Spezialfall des Schnittes zweier Kurven in der Ebene.

Satz A.1 (verallgemeinerter Satz von Bézout)

Sei X € P" cine irreduzible algebraische Varietdt und Y C P™ eine Hyperfliche
mit I(Y) = (f) C P = Clxy, ..., z,]. Wir setzen weiter voraus, daf dim(XNY) =
dim(X) — 1. Dann gilt:

deg(X) - deg(Y) = > I(X,Y; Z) - deg(Z).
Z C XNY rreduzibel
dim(Z) = dim(X) — 1
Die Schnittmultiplizitdt I(X,Y; Z) ist hierbei folgendermafsen definiert:
I(X,Y;Z) == dimcgyz)(P/(1(X), I(Y)))p,
wobei p das Primideal I(Z) ist.

Beweis: Siehe [Har, 1977], Theorem 7.7 im einfithrenden Kapitel iiber Varietéten.
a

Fiir uns sind zwei Spezialfille interessant. Im P? erhélt man:
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Korrolar A.2 (Satz von Bézout)
Fiir zwei ebene algebraische Kurven C, D € P2, die keine Komponente gemeinsam
haben, gilt:

deg(C) - deg(D) = Z I(C, D;p).
peCND

Man hat also beispielsweise (natiirlich mit entsprechenden Multiplizititen gezahlt):
e Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.

e FEine Gerade schneidet eine Konik (einen Kegelschnitt) in genau 2 Punkten
(Abb. A.l1a und A.1b) - wenn die Gerade nicht komplett in ihr enthalten ist,
was aber nur fiir zu einem Geradenpaar degenerierte Kegelschnitte vorkom-
men kann.

e Zwei Kubiken, die keine Komponente gemeinsam haben, schneiden sich in
genau 9 Punkten (Abb. A.lc).

oo

Abbildung A.1: Anzahl der Schnittpunkte von Kurven in der Ebene

Im P? interessieren uns hier nur Flichen niedrigen Grades:

Korrolar A.3
e Zwei verschiedene Ebenen im P3 schneiden sich in genau einer Geraden.

e Fine Ebene schneidet eine kubische Fliche - falls sie nicht komplett in ihr
enthalten ist, was natiirlich nur bei degenerierten Fliachen vorkommen kann,
- in genau einer ebenen Kubik. Da eine solche aber mehrere Komponenten
haben kann, besteht der Schnitt entweder aus

— einer irreduziblen Kubik (Abb. A.2a),
— einer Konik und einer Geraden (Abb. A.2b) oder

— drei Geraden (Abb. A.2c); in diesem besonderen Fall heift die Ebene
Tritangentialebene.

e Die Anzahl der Schnittpunkte einer Fldche mit einer Geraden, die nicht in
ihr liegt, liefert den Grad der Fléiche.
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a b C

Abbildung A.2: Schnitte einer Ebene mit einer kubischen Fliche

e Die Anzahl der Schnittpunkte einer Ebene mit einer Kurve, die nicht kom-
plett in ihr liegt, liefert den Grad der Kurve.

O
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