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AVANT-PROPOS

Dans I'antiquité, les géométres grecs utilisaient les projections afin d' obtenir de
nouvelles propriétés des figures.

Mais a la Renaissance, DESARGUES (1591-1661) le premier, recherchant une
méhode géométrique universelle, a essayé d éviter ce détour par I'espace. L' observation de la
ligne de fuite de la perspective I'a amené a consdérer les paraléles comme des droites qui se
coupent a I'infini, en un point non représentable mais consdéé comme un point usud. |l
travalllait dors dans un nouveau plan conditué par un plan ordinaire, complé&é par la droite
del’infini.

Ce modde de plan projectif montra vite ses limites, en paticulier parce qu'il
utilisait encore d'anciennes notions. |l n'éat pas gpte a recevoir les nouvelles idées qui
dlaent gpparditre au XIXéme décle. Cdles-ci rattacheront les propriétés des figures a des
sructures agéoriques et spécialement, ades groupes de transformations.

En effet au XIXéme, de nouveles théories mathématiques voient le jour. C'est au
cours de cette période, que les mathématiciens sont amenés a concevoir quantités d étres
abdraits: espaces de dimenson ahitraire, structures dgéoriques et topologiques variées.
Cependant, les notions de base restent omniprésentes car sans dles, les résultats nouveaux ne
peuvent acquérir toute leur ampleur. De plus, on porte une attention particuliere aux modes de
rasonnement. C'et and qu'ala fin du dece toues les théories des mathématiques actuelles
ont éé dégagées.

Notre éude portera sur une surface particuliére, révélée par VERONESE (1854-
1917). Sa propriété maeure et de remplir tout I'espace. Nous utiliserons |'dgebre linéaire ou
bilinéare, outil le plus commode pour définir proprement le plan projectif e ses
transformations.



GIUSEPPE VERONESE

Giuseppe Véronese est né en 1854 a Chioggia, petit village prés de Venise,
d'un péere peintre en béiment et d'une mére, Eléonore Duse, actrice célébre. Cependant, le
couple n"avait pas les moyens de financer des éudes universtaires a Giuseppe. En 1872, agé
de 18 ans, V ér onese abandonna sa scolarité pour trouver du travail aVienne.

Il eut la chance I'année suivante, de rencontrer le Comte Nicolas Papadopoli, qui devint son
mécene. |l put reprendre ses éudes e sinscrire a I'Ecole Polytechnique de Zurich. Puis, il
commenca a rédiger une publication sur I'hexagramme de Pascd e se mit a correspondre
avec Crémone, de I'Universté de Rome Cdui-d lui consdlla de le regoindre, pour y
poursuivre ses éudes.

En 1876, Véronese s retrouva employé comme assstant en géométrie andytique, suite ala
pertinence de sa publication sur I’hexagramme de Pascal. Il obtint son dipldme a Rome en
1877 et il continua d’ &udier pour soutenir un doctorat.

En Novembre 1880, Bellavitis, professeur a Padoue, mourut. Sa chaire de géométrie
agébrique devint vacante. Véronese remporta le concours qui lui permit d’en devenir titulaire
apartir de 1881. 1l I’ occupa durart toute savie.

Véronese développa une approche tres originde de la géomérie projective en grandes
dimensons, baste sur la suprématie de techniques de géomérie intuitive par rapport aux
points de vue dgébriques et andytiques. Il influenca grandement I’école de géométrie d'Itdie
pendant de nombreuses années. Castelnuovo, I'un des plus grands mahématiciens en
géométrie agébrique, fut son déve au milieu des années 1880.

Il inventa les géométries nontarchimédiennes qu'il proposa aux dentours de 1890. Cependant,
Péano critiqua fortement cette notion, en raison du manque de rigueur e de judifications de
Véronese. Les aguments qui en réulterent furent extrémement utiles aux mahématiciens
pour clarifier la notion de continuité. Peu gpres, Hilbert démontra la parfaite cohérence des
propositions de Véronese.

On peut encore mentionner un ou deux aspects de la vie de Véronese. Il rédigea un grand
nombre d ouvrages scolaires forts utiles pour |'enseignement des mathématiques e il se mit
auss afare de la palitique. 1l fut membre actif du Parlement de Chioggia de 1897 a 1900. Et
par la suite, il servit comme membre actif du Consal municipad de Pedoue, puis devint
Sénateur en 1904. 1l e restajusgu’ asamort en 1917.

(* traduit et résumé par nos soins, d’ apres la publication de J. O CONNOR de I’ Université
de mathématiques de S Andrew, en Ecosse).



LA SURFACE DE VERONESE

Soit E, un espace vectoriel de dimension n = 3 sur un corps algébriquement clos K.
On note Q(E) I'espace vectoriel des formes quadratiques sur E, et P(Q(E))
I’espace projectif qui lui est associé.

a) Montrer que I’'ensemble des formes quadratiques de rang 1 définit dans le
projectif une variété fermée, de dimension 2, qu’on appellera la surface de
Véronése puis montrons qu'il existe un plongement de P(E*) dans {Q(E))

Soit B ={ ey, e1,e2} unebasedeE.

Soit q une forme quadratique de Q(E). Par définition, cette forme quadratique et associée a
une forme bilinéaire symérique f, définie sur E de matrice A danslabase B de E.

Soit M = (X, Y, Z) un point de E. La vaeur de (M) dans B est donnée par un polynéme
homogene du second degré atrois variables donné par laformule matricielle :

X0

(; -

(X.,Y,z)AdY =

& 5
Soit B' = {up, W, W}, une autre base de E et P la matrice de passage de B dans B’. La matrice
def dans cette nouvelle base est A’ = 'PAP.

Eneffet, q(g)='eAe " il {012}
Or e = Pu donc q(e) =q(Pu)="'(Pu) APu ='u 'PAPuU..
Par stite, dans B', lamatrice associée aq et bien 'PAP.

L'agebre peut ici nous aider arésoudre la question.
Par définition, on dit que le groupe G opere sur I'ensemble E s I'on définit une loi externe de
G~ EversE qui, au couple (g,x) associe un dément noté g.x tel que
g.(9x) = (g* g).x
ex =X
Soit a, un dément de E. L'ensemble des ééments g.a est appelé I'orbite de a L'orbite de a est
donc I'ensemble des points qui peuvent étre atteints apartir de a quand on fait agir G sur E.

Appliquons ces deux définitions anotre probléme.
Classer les formes quadratiques sur K, revient dors a déerminer les orbites de Q(K®) sous
|’ action de GL(K?3).

GL(K®) x QK3 %® Q(K3)
GLEE)xA ¥%® A’
(P,A) #® 'PAP
(f,q) #® fq=qf)



Soit lamatrice symétrique A associée aq :
Xo X1 X2

X1 X3 X4
X2 X4 Xs

A =

Aderang1l U tous ses 2-mineurs sont nuls,
On obtient 6 polyndmes qui S annulent sur lavariéé V.

X12=XoX3 =0
X3X2 - X1X4 =0
X1X2 — X0X4 =0
X1X5 - X2X4 =0

X252 = XoX5 =0

X3X5—X4% =0

Congdérons I'application :
y :QENG ® C°
(X0,X1,X2,X3,X4,X5) F>(X2-XoX3,X3X2-X1X4,X1X2-X0X4,X1X5-X2X4, X3-XoX5,X3X5- X3)
y est continue, {0,0,0,0,0,0} est un fermé dans € donc y 1({0,0,0,0,0,0}) est un fermé de
QBEV 0}

Soit p laprojection canonique.
P(QE)X0}) = P(Q(E)).
Onaadors:y ({0,0,0,0,0,0}) = p (V).
Par suite, I'image réciproque de V par p est fermée dans P(Q(E)) et p et continue,
donc V est fermée.

Montrons mantenant que V est de dimension 2.

Pour cda, on va montrer quil exite un plongement de P(E*) dans P(Q(E)) dont l'image ext
exactement la surface de Véronése.

Par définition, dim (P(Q(E))) = dim (Q(E)) — 1.
Or, E éant isomorphe aC*, Q(E) est de dimension 6. Par conséquent dim (P(Q(E))) = 5.
On notera donc par lasuite : P(Q(E)) = Ps.

D'atre pat, comme on est en dimension finie, E e E sont isomorphes. Donc E est de
dimension 3. On en déduit que P(E’) est de dimension 2. On notera donc cet espace P

V es définie dans Ps par I'ensemble des formes quadratiques de rang 1. Soit donc une forme
quadratique g derang 1.

On st quil exise une base orthogonde pour q dans laquelle la matrice associée a q et
diagonde. En appliquant la «décompostion en carrés» de Gauss, on montre aors quil existe
une goplication linéairenon nullej  tellequeq=j 2.
Par suite, il existe (a, b, ¢) tdsque q(x, y, z) = (ax + by +c2)°.
Soitdoncj : E® C

(XY, 2 (ax + by + c2)

tlequeq=j 2.



Nous avons :

V:P,® Pg ed injective
j maq=j?

j ;-E® C
(X,y,2) > ax+by+cz

dou:

j2:E® C

(X, Y, 2) > @X + b?y? + ¢?Z + 2abxy + 2cbyz + 2acxz

Onendéduitque:kerv={j T Po/v(j)=0}={j T P>/j2=0} ={0}
Donc v et injective.

De plus, " j T P, , la dfférentille Dv de v est un isomorphisme de P, dans Ps car le
déerminant de lajacobienne Jdevestnonnul " j T Pa:

®e2a 0 0 o

¢ 0 2 O ~
j=¢ 0 0 2 -
C b a 0 -

c 0 a _=

&0 c b g

rang (J) = 3 car lerang de lafamille de vecteurs colonnes de J est 3. Donc Dv et injective.

De plus, Dv et linédire & on et en dimengon finie donc Dv et bien un isomorphisme de P»
dans Ps. On peut donc appliquer la verson globde du théoréme dinverson locade et on
obtient : v ext un difféomorphismede P, sur v(P2).

Or, un difféomorphisme et une bijection e on est en dimenson finie donc Iimage de P2 par v
est de dimension 2.

Comme g = j 2, q est dans V(P,). Par conséquent, V éant définie dans le projectif par
I'ensemble des formes quadratiques de rang 1, elle est de dimension 2.

Findement, il existe bien un plongement de P, = P(E) dans Ps = P(Q(E)) dont l'image est
exactement lasurface de Véronése V avec V fermée dans Ps et de dimension 2.

b) Montrer qu’en coordonnées, le plongement précédent de P,(K) dans Ps(K)

est donné par : a? ab ag

ab b? bg
ag bg @

(@a,b,9 1%4®

P> %® Ps
i @%®( @)

j @=ax+by+g
(i (2)°=a®+b%?+ 2+ 2abxy + 2agz + 2bgyz



Soit g une forme quadratique de rang 1. D'apres la question précédente, on peut ecrire
A= @

On sait que les @éments de la matrice associée aq danslabase B (e, ... €,) sont delaforme :

"L L., aj=1fq(e)

2 1%
Cequi hous donneidi :
f g = 2a’x+2aby+2agz
X
‘ g = 2abx+2b% + 2bgz
Ty
g9 = 2agx +2bgy + 2¢°z
\ T2
On déduit guelamatricedeq dansE est A :
a? ab ag
A =|ab b? bg
ag bg ¢

¢) Paramétrer les matrices symétriques nilpotentes de rang 1.

A laquestion précédente, nous avons paramétré les matrices symétriques de rang 1,
souslaforme suivante :

2

a“ ab ag
A = |lab b%? bg
ag bg ¢

Pour cela, nous avons effectué un plongement de P,(K) dans P5(K).

S I'onrestreint P (K ) &I’ hyperplan défini par I'équation: [ a® + b?+ ¢? = 0]
onremarque dorsquel’ona :

tr (A) =0
rang (A) =1 P  Somme et Produit des vaeurs propres sont nuls.
dét (A) =0
Mais cela ne suffit pas pour savoir 9 lamatrice A est nilpotente.
Calculons donc A ;
(

\
a*+a’b’+a’y a’b+ab®tabg’ a’grab’gtag’

A? = | a’b+ab3+abd’ a’b%+b*+b?f a’bgtb3gtbg®

a’grab’grag® a’bgtb3gtbd® a’g+b’g+d*
" J



r R
a’(a?+b%+gf) ab(a’+b%+d) ag(@a®+b?+g’)
0O A? = ab(a’+b%+d) b2(a’+b%+d) bg(a?+b?+g’)
aga®+b+g) bg@®+b*+¢) g (@*+b*+g’)
. J
Or, commenousavons : a2+ b%+ ¢ = 0
Celaentraine donc :
0 0 0
A2 = |o 0 0
0 0 0

A est bien une matrice nilpotente.

D’autre part, on a vu que I’ gpplication définie en @ éait injective. En restreignant son
ensamble de départ ala conique d équation [a® + b? + ¢ = 0] ele reste injective et c'ext
toujours un plongement.

Ce plongement de |’ hyperplan d’équation [a? + b? + g* = 0] dansPs
parametre les matrices nilpotentesde rang 1.

d) Montrer que I'on peut plonger la surface de Véronése dans P, (K):
considérer les sécantes a la surface du point S (point du projectif que
définissent les matrices scalaires) en les projetant sur I’'hyperplan projectif
associé aux matrices de traces nulle.

Soit une droite qui coupe la surface de Véronése en 2 points, q et g, formes quadratiques de
rang 1. Soitj ety , leursformeslinéaires associées. Ona:

q=j* e q=y?
Soit (I, m)* (0, 0), ladroite | g+ g =12 *ny?

C'est lasomme de 2 carrés, donc la réduction de Gauss est d§aeffectuée et I'on a:
rang (I o + ng’) =2

Toute droite, coupant la surface de Véronese en 2 points, ne contient que des formes
quadratiques derang 2. (Sauf les2 points| = 0 et m= 0 de la droite)

Soit S, le point du projectif que définissent les matrices scaaires :

S=1I1d.
On associe &S, s, y,2) =12+ y*+1Z qui estderang 3.
Etant dans le projectif, nous pouvons prendre: 1 =1

Aing, toute droite issue de S, ne coupe la surface de Véronése qu’en un point et un seul.



Soit E, notre espace vectoridl. Avec laforme hermitienne, nous avons : E=SAS
On peut décomposer tout dément x de E de lamaniére suivante :

x=1SAx
avec, X1= p(X) laprojection dex sur S’
Posons: | =1
Dans ce cas, S=(1,1,10,0,0)
Soit maintenant une base de S :
r 1\ r 11 r 0\ r~ 0 3 r O 9
-1 0 0 0 0
0 -1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
. P 9 P . s - P “ ’

Soit : (a9, ay, &, &g, &4, ) 1 E

On peut dors écrire
(a) 1) (0) (o) fo\ 1) 1)
a 1 0 0 0 -1 0
x| =l|1]|+a& |O0O|] + & |O]+a& |O]+a;|0]+az]-1
& 0 1 0 0 0 0
a 0 0 1 0 0 0
1

\a5) gO/ \0) \0/ . \OJ kOJ
On obtient le systéme suivant :

&p=a;+ar +I | :(ao+a1+a2)/3

a=-a+l 0 ay=(a-2a+a)/3

& =-az +| a,=(p+a-2a)/3

Remplagons| , a1 et a» par leurs expressions en fonction des a on obtient dans S’ :

) o
0) (o) (0 1 1
0 0 0 -1 0
& Ol+au| O] +&a | O|+ag-2aq+ap| O +agran-2a -1
1 0 0 3 0 3 0
0 1 0 0 0
\O) \OJ \:LJ \OJ \O/
~ 3
(280 -& -a)/3 - Ly
(-0 +2&1 -a)/3 - Ly
= | (-a-a +2)/3 - Ls
a - Ly
au - Ls
- 3 J ~Le




S’ est dedimension 5 et onremarqueque ;- L1 = Ly + L3
Laprojection de C® dans S’ donne findement :

6 N
C %V%® O

() (-a0 +2aq -a)/3
a1 (a0 -&q +2&)/3
7] 1% % ® xR
2] =Y
ay a5

\aGJ

La Jacobienne de cette gpplication et :

-3 2/3 -1U3 O 0 0
J=|-Y3 -3 2.3 O 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

Cette matrice est de rang 5, soit de rang maxima et de plus, |'gpplication est injective car
toute droite issue de S ne rencontre V, lasurface de Véronése qu’en un point et un seul.

On peut donc plonger V dans P, , I’hyperplan de matrices symériques
detracenulle, correspondant aS' .

e) Vérifier que dans tout I’exercice, il n’y a aucune raison pour se restreindre
aucasou: n=3.

Reprenons la guestion a) :

L’ensemble des formes quadratiques de rang 1 (2-mineurs = 0) définissent dans le projectif
une variété fermée. Quand la dimenson de |’ espace vectorid augmente, ce résultat ne change
pas puisque seul le rang intervient et non ladimension.

Notons que s n = 1, I'espace projectif est réduit a un point. D'autre pat, " n1 N'\{1},
classer les formes quadratiques sur K revient afaire opérer GL(K") sur Q(K").

En changeant de dimension, lesrésultats dé a obtenusrestent donc vrais.
Il en et de méme pour les questions b) et e):

10
CXa2~

Soit Zundément de Etel que Z=¢ ~ et ¢ gppartenant aQ(E) ol E est de dimension n.
an

Onsatqueq(z) ='zA z oUA estlamaricedeqdanslabeseB={e,i=1, ...,n} deE.



Soit A = ().
Alors, (2) =zAz Zé_ aininZé_ aiiXi2+2é aiXiXj

ij i i<j

On peut donc montrer, de la méme fagon qu'ala question b), que lorsgue g est de rang 1, cea

équivaut a dire quil existe une forme linéaire non nulle | telle que g = j 2. On pourra donc
reprendre les questions b) et €) de la méme facon que précédemment avec E espace vectorie

dedimensonn,n N"\{1}.

Reprenons la question ©)

On effectue un plongement de P, dans Ps,
Posons comme hypothése de récurrence, que nous plongeons Pn.1 dans P(n2n 1+0-1)

V éifions cette formule par récurrence :
Pourn=3: Pn1 %%® P(%__3 +3-1)=Ps laformule es vérifiee.

Supposons cette hypothese vraie jusqu’ a(n-1). Nous avons :
Pn2 ¥%¥%® Pn1)*(n-1) +n-2
(1) (o

Dans ce cas, on envoie : C"1 %% ® matrice symérique (n1) x (n-1)
n-1

C"3%%®

Le nombre de termes d’ une telle matrice est dors::

(r1)?—(n1) +n2+n =rf +1-2n-n+1+2n2 +nl=r-n +n-1
2 2 2

Notre hypothése de récurrence et donc vérifiée jusqu’ an.

On peut effectuer un plongement deP .1 dans P*n +n-1) pour toutevaleur den.
2

Reprenons la question d)

On peut toujours paramétrer une matrice de rang 1, il suffit de connditre I'image de son
premier vecteur de base, les autres éant colinéaires.
Ceci restevrai quelque soit la dimension.

) Montrer que pour n > 1, tout hyperplan de matrices symétriques complexes
contient des matrices symétriques de rang 1.

Un hyperplan et le noyau d' une formelinéairej :
C°® %%® C
j =5

X0, X1, X2, X3, X4, X5 B2 ¥a® a aiX

i=0



Soit H |'hyperplan, H =Ker|
L’ équation de notre hyperplan et :
agXgtaiXi+asxXo+aszXz+asXgs+asXs =0

En ¢) nous avons paramétré les matrices de rang 1.
Soit :

X Xy xz

Xy Y yz

Xz yz 7

Cequi nous donne :
aoX2+ aiXy+axz+ a3y2+ agsyz+ a522 =0

Ceci est I'équation d'une forme quadratique donc, d'une conique plane de P»(C) qui admet
toujours des solutions dans C. Et tout hyperplan de matrices symétrigues complexes
contient bien des matrices symétriquesderang 1.

* Par exemple, nous avons:
y=1letz=0 b |oX+l1+l3x=0 P X = -l g Ol 5441
2,




CONCLUSION

Ce projet et pour nous, une premiére approche de la géométrie projective en
dimenson n. Il nous montre que des smplifications peuvent ére obtenues en passant par des
dimengons plus devées. |l illudre égdement le fat que les difficultés s estompent, quand une
sample surface est projetée dans un espace de dimenson 3. C'est une fagon assez originde
d’ envisager lagéométrie projective.

Ce travail nous fait comprendre que, ce gque nous considérions comme de |'agebre
linéaire, peut devenir bel et bien de la géométrie. |l est possible de passer facilement du cadre
affine au cadre projectif, et inversement. On peut traiter plus aisément par exemple, des
problemes d’ dignement ou d'intersection.

De maniere générde, il nous et gopau que l'emploi de la projection permet
d appréhender les problemes de fagon plus dynamique et apporte en particulier, une meilleure
vison de I'espace en trois dimensions.

Cette éude nous a ouvert des horizons sur une branche des mathématiques qui nous
éait jusqu’ dors inconnue.

ADDENDUM

Nous tenons a remercier paticulieeement Mondeur Jean
VALLES pour I'aide qu'il nous a gpportée dans notre travail. Ses
consails mais auss le temps qu'il a bien voulu nous consacrer, nous
ont &é précieux.
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