SURFACE DE VERONESE

Soit E, un espace vectoriel de dimension n = 3 sur un corps algébriquement clos K. On note Q(E) l’espace vectoriel des formes quadratiques sur E, et P(Q(E)) l’espace projectif qui lui est associé. 

a) Montrer que l’ensemble des formes quadratiques de rang 1 définit dans le projectif une variété fermée, de dimension 2, qu’on appellera la surface de Véronèse.

Soit q une forme quadratique de Q(E). Par définition, cette forme quadratique est associée à une forme bilinéaire symétrique f, définie sur E de matrice A dans la base B de E.

Soit B’, une autre base de E et P la matrice de passage de B dans B’. La matrice de f dans cette nouvelle base est A’ = TPAP. Classer les formes quadratiques sur K, revient donc à déterminer les orbites de Q(K3) sous l’action de GL(K3).

GL(K3) x Q(K3)  (( Q(K3) 

[image: image1.wmf]{

        GL3(E) x A  (( A’
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     (P, A)  (( tPAP
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       (f, q)  (( f.q = q(f)
Soit la matrice symétrique A associée à q :

	X0 
	X1 
	X2  

	X1 
	X3  
	X4 

	X2 
	X4 
	X5 
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   A =   

A de rang 1  (  tous ses 2-mineurs sont nuls.

On obtient 6 polynômes qui s’annulent sur la variété V.
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    X12 – X0X3 
= 0

 X3X2 – X1X4 
= 0

             X1X2 – X0X4 
= 0

 X1X5 – X2X4 
= 0

    X22 – X0X5
= 0 

    X3X5 – X42
= 0

V est l’image réciproque de 0 par des applications polynômiales continues. 

Donc V est fermée.

La matrice A associée à q étant de rang 1, cela signifie que l’ensemble dont tous les éléments sont envoyés par A sur l’Identité, est de dimension 2. Or, l’action du Groupe linéaire sur les formes quadratiques ne change pas la dimension, donc V est de dimension 2.

b) Montrer que l’application qui, à une forme quadratique q de rang 1, associe la droite (dans E*) des formes linéaires qui définissent le cône isotrope de q, permet d’écrire un plongement de P(E*) dans P(Q(E)) dont l’image est exactement la surface de Véronèse.

Soit ( une application linéaire :

( : 
E (( E*
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u (( (v (( f(u, v))

f étant une forme bilinéaire symétrique de matrice A dans la base B, 

et q la forme quadratique associée. 

Le radical de q est :

rad q  = Ker (  = { u ( E ; (v ( E, f(u, v) = 0 }

et, 
rang f = rang q = rang (
On sait aussi que :

                        rang q 
= 1

et que,              rang q + dim (rad q)
= dim E,  

avec,  


     dim (rad q)
= dim (Ker () = 2

Mais ( étant une application linéaire, on a aussi :

          dim (E)
= dim (Ker () + dim (Im ()

On en déduit que,           dim (Im () 
= 1

Im ( est de dimension 1 et Im ( est dans l’ensemble des formes linéaires, 

donc Im (  est une droite de forme linéaire.

Ce qui nous donne pour 2 formes linéaires :

(  ( (   (   ( ( ( C*  (    ( 
( ((       droite de formes linéaires

Un forme quadratique de rang 1 s’écrit :

    q(x) 
= ((x)2    avec q ( Q(E)  et  ( ( E*

Son cône isotrope est :           q-1(0) = (-1(0) = V
La projection p((-1(0)\0) dans P(E) de son cône isotrope, privé de zéro, ne change pas si l’on remplace ( par ((. D’où l’idée d’introduire P(Q(E)), le projectif issu de l’espace vectoriel Q(E). 

Cela nous permet d’écrire un plongement de P(E*) dans P(Q(E)) dont l’image est exactement V, c’est-à-dire la surface de Véronèse.

c) Montrer qu’en coordonnées, le plongement précédent de P2(K) dans P5(K) 

	x2 
	xy 
	xz  

	xy 
	y2  
	yz 

	xz 
	yz 
	z2 
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     est donné par :
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(x, y, z)   (( 

Soit P2 l’espace des formes linéaires et P5 l’espace des formes quadratiques :

 P2  (( P5

      ( (z) (( (( (z))2

      ( (z) = xy +z

     (( (z))2 = x y +zxy + xz yz

On sait que les éléments de la matrice associée à q dans la base B (e1, … en) sont de la forme :

( i, j ( ({1, …, n}2) 
 ai,j =  1  (q (ej) 
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          2  (xi
Ce qui nous donne ici :
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(q   =  2x y + z
(x

(q   =  x + y z
(y

(q   = x + y z
(z
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On déduit que la matrice de q dans E est A :

	2 
	 
	  

	 
	2  
	 

	 
	 
	2 


      


A =
d) Paramétrer les matrices symétriques nilpotentes de rang 1.


	a
	a 
	a

	a 
	2a
	a 

	a 
	a 
	2a  


Soit A, matrice symétrique de rang 1 :        

                                                           
A  =

        


A nilpotente  (  ( k, k ( N / Ak = 0

Le polynôme caractéristique associé à la matrice A est :

xk = 0

Ses seules valeurs propres sont 0. D’où l’on obtient :

tr A = 0  (  a(1 + (2 + (2 ) = 0  (    a = 0    ou     1 + (2 + (2 = 0

Si a = 0, tous les 1-mineurs de A sont nuls. Mais A est de rang 1, cela est donc impossible.

Il nous reste alors :      1 + (2 + (2  = 0   (    (2  = i2 (1 + (2)

	      a


	a 
	ia(1+2)1/2 

	a 


	2a
	ia(1+2)1/2  

	ia(1+2)1/2 


	ia(1+2)1/2  
	a(1+2)  



On paramétrise donc A ainsi :

   

   A  =

e) Montrer que l’on peut plonger la surface de Véronèse dans P4 (K) : considérer les sécantes à la surface du point S (point du projectif que définissent les matrices scalaires) en les projetant sur l’hyperplan projectif associé aux matrices de traces nulle.

Soit une droite qui coupe la surface de Véronèse en 2 points, q et q’, formes quadratiques de rang 1. Soit ( et (, leurs formes linéaires associées. On a :

q = (2       et      q’ = (2

Soit ((, ( ) ( (0, 0), la droite  (q + (q’ = ((2   + ((2

C’est la somme de 2 carrés, donc la réduction de Gauss est déjà effectuée et l’on a :

  rang ((q + (q’) = 2

Toute droite, coupant la surface de Véronèse en 2 points, ne contient que des formes quadratiques de rang 2.

Soit S, le point du projectif que définissent les matrices scalaires :

S = (Id. 

On associe à S, 
          qs (x, y, z) = (x2 + (y2 + (z2     qui est de rang 3.

Ainsi, toute droite issue de S, ne coupe la surface de Véronèse qu’en un point et un seul.

Soit E, notre espace vectoriel : 
E = S ( S(
On peut décomposer tout élément x de E de la manière suivante :






x = (S ( x1

avec, 




x1= p(x)          la projection de x sur S( 

Posons :  ( = 1

Dans ce cas, 



S = (1, 1, 1, 0, 0, 0)

Soit maintenant une base de S( :






 1
 1
 0
 0
 0



 0
 0
 1
 0
 0



 0
 0
 0
 1
 0



-1
 0
 0
 0
 0



 0
 0
 0
 0
 1



 0
-1
 0
 0
 0

En gardant les notations utilisées en a), les matrices correspondantes sont :




1  0  0

1  0  0

0 1 0

0 0 1

0 0 0





0 -1  0

0  0  0

1 0 0

0 0 0

0 0 1



0  0  0

0  0 -1

0 0 0

1 0 0

0 1 0

Toutes ces matrices sont de trace nulle. 

Elles forment un sous espace vectoriel de dimension 5.

Or, l’hyperplan X0 + X3 + X5 = 0 est aussi un sous-espace vectoriel de dimension 5. 

On en déduit que ces 2 sous-espaces vectoriels sont égaux.

On obtient la projection issue de S sur P4 :

  C6  ((( S(


      tP




        P 

(a0, a1, a2, a3, a4, a5) ((( 
 1  1 0 0 0 

a0

1 0 0 -1 0  0





 0  0 1 0 0

a1

1 0 0  0 0 -1





 0  0 0 1 0
x
a2
x
0 1 0  0 0  0





-1  0 0 0 0

a3

0 0 1  0 0  0





 0  0 0 0 1

a4

0 0 0  0 1  0





 0 -1 0 0 0

a5








  2a0-a3-a5




       a1



             (((
           a2





     -a0+a3





           a4





     -a0+a5
Ce qui donne dans le projectif :

P5 \ {S}    ((( P4

a0  a1  a2

2a0-a3-a5           a1                a2


a1  a3  a4      (((
      a1
      -a0+a3           a4

   
a2  a4  a5

          a2
              a4         -a0+a5

Toute droite issue de S ne coupe la surface de Véronèse qu’en un point et un seul.

On peut donc plonger V dans P4 , l’hyperplan de matrices symétriques de trace nulle, correspondant à S(.

f) Vérifier que dans tout l’exercice, il n’y a aucune raison pour se restreindre 

       au cas où :  n = 3.
Reprenons la question a) : 

L’ensemble des formes quadratiques de rang 1 (2-mineurs = 0) définissent  dans le projectif une variété fermée de dimension 2. Quand la dimension de l’espace vectoriel augmente, ce résultat ne change pas puisque seul le rang intervient et non la dimension. 

En changeant de dimension, les résultats déjà obtenus restent donc vrais.

Il en est de même pour les questions b) et e).
Reprenons la question c)

On effectue un plongement de P2 dans P5.

Posons comme hypothèse de récurrence, que nous plongeons Pn-1  dans P(n2-n + n –1)




         




              2

Vérifions cette formule par récurrence :

Pour n = 3
:
Pn-1  ((( P(9-3 + 3 –1) = P5    la formule est vérifiée.




              2

Supposons cette hypothèse vraie jusqu’à (n-1). Nous avons :

  

Pn-2  ((( P(n-1)2-(n-1) +n-2 




                    2

Dans ce cas, on envoie : Cn-1 ((( matrice symétrique (n-1) x (n-1)






           n-1           1


   Cn  (((




          n





n

Le nombre de termes d’une telle matrice est alors :

(n-1)2 – (n-1)  + n-2+n  = n2 +1-2n-n+1+2n-2  + n-1 = n2-n  + n –1

          2


         2

       
       2

Notre hypothèse de récurrence est donc vérifiée jusqu’à n.

On peut effectuer un plongement de Pn-1 dans  P(n2-n + n –1)  pour toute valeur de n.




         
  
                     2


Reprenons la question d) 

On peut toujours paramétrer une matrice de rang 1, il suffit de connaître l’image de son premier vecteur de base, les autres étant colinéaires. 

Ceci reste vrai quelque soit la dimension.

g) Montrer que pour n > 1, tout hyperplan de matrices symétriques complexes contient des matrices symétriques de rang 1.

Un hyperplan est le noyau d’une forme linéaire ( :

C6   ((( C
       i=5


x0, x1, x2, x3, x4, x5  ((( ( (i xi

                  i=0
Soit H  l’hyperplan,          H = Ker (
En c) nous avons paramétré les matrices de rang 1.
Soit :



x2  xy  xz

X0    X1   X2



xy  y2  yz
=
X1    X3   X4

xz  yz  z2

X2    X4   X5

Dans notre hyperplan, nous avons :

(0X0 + (1X1 + (2X2 + (3X3 + (4X4 + (5X5  = 0

Ce qui nous donne :

    (0x2 + (1xy + (2xz + (3y2 + (4yz + (5z2  = 0

Ceci est l’équation d’une forme quadratique donc, d’une conique plane qui admet toujours des solutions dans C. Et tout hyperplan de matrices symétriques complexes contient bien des matrices symétriques de rang 1.
* Par exemple, nous avons :

y = 1  et  z = 0     (    (0 x2 + (1 + (3 x = 0     ( 
x  =  -(0 ( ( (32 -4(1(0

    2(0
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