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Au plus trois carrés en progression arithmétique

Théorème (Fermat, Euler).
Il est impossible de trouver quatre carrés d’entiers naturels distincts en progression

arithmétique.

Ce joli résultat, conjecturé par Fermat et démontré par Euler (une preuve confuse,
rédigée par les assistants du maître, selon André Weil [1]), a animé la liste ups-math
récemment. Les preuves élémentaires ne sont pas simples. La preuve reprise par
Dickson ne semble pas viable. Les autres preuves élémentaires utilisent une descente
infinie, elles sont souvent « elliptiques ». Vous trouverez ci-dessous la jolie preuve
de Jean Itard (un peu plus détaillée que dans la version originale [2]) et celle, plus
courte, de Russell A. Gordon et Sara L. Graham (qui expliquent également dans leur
article [4] pourquoi la preuve proposée par Dickson n’aboutit pas). Vous pourrez
également trouver d’autres preuves dans [5] ou [6].

Remarque. Dans ce qui suit, sauf précisions contraires, les nombres rencontrés sont des
entiers.

Rappelons d’abord la forme bien connue des triplets pythagoriciens primitifs, c’est-à-
dire des triplets (a,b,c) d’entiers naturels non nuls et premiers entre eux dans leur en-
semble, vérifiant a2 +b2 = c2. Notons qu’alors, parmi a et b, un et un seul des deux entiers
est pair.

Théorème (Triplets pythagoriciens primitifs).
Les triplets pythagoriciens primitifs (a,b,c) avec a impair sont les triplets

(p2 −q2,2pq, p2 +q2),

avec p, q entiers naturels non nuls, premiers entre eux, de parités opposées, et p > q .

La preuve de Jean Itard

Ï Trois carrés en progression arithmétique

Soient trois carrés x2 < y2 < z2 avec y2 −x2 = z2 − y2, soit 2y2 = x2 + z2.

Les entiers x et z ayant la même parité, on peut poser x = p−q et z = p+q avec p > q ,
d’où l’on déduit y2 = p2 +q2.

Si x, y, z sont premiers entre eux alors p, q, y aussi et on peut écrire (triplet pythagori-
cien) :

y = a2 +b2 et
{

p, q
}= {

2ab,b2 −a2} (avec a < b).

On en déduit

x = ∣∣(a +b)2 −2b2∣∣ , y = a2 +b2 et z = (a +b)2 −2a2.
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Ï Quatre carrés en progression arithmétique

Supposons qu’il existe quatre carrés en progression arithmétique, x2 < y2 < z2 < t 2,
et supposons que z soit le plus petit possible. Ils sont alors premiers entre eux dans
leur ensemble, donc les trois premiers et les trois derniers aussi. On peut reprendre
les formules précédentes pour les trois premiers, et les trois derniers s’expriment de
manière analogue aux trois premiers :

y = ∣∣(u + v)2 −2v2∣∣ , z = u2 + v2 et t = (u + v)2 −2u2, avec u < v.

On en déduit le système

{
a2 +b2 = ∣∣(u + v)2 −2v2

∣∣
(a +b)2 −2a2 = u2 + v2

− Premier cas : u + v > v
p

2.

En ajoutant et en retranchant les deux équations on obtient le système (⋆) sui-
vant : {

b(a +b) = u(u + v)

a(b −a) = v(v −u)
(⋆)

− Deuxième cas : u + v < v
p

2.

En ajoutant et en retranchant les deux équations on obtient le système{
b(a +b) = v(v −u)

a(b −a) = u(v +u)

On se ramène au premier cas en posant v = u′ et u =−v ′

On peut donc se limiter au premier cas et donc au système (⋆) avec v éventuel-
lement négatif.

Ï Utilisation d’une méthode diophantienne

Posons b = r u,avec r nombre rationnel, dans le système (⋆) :{
r (a + r u) = u + v

r a(r 2u − r a) = r 2v(v −u)

En reportant r a = u
(
1− r 2

)+ v dans la seconde équation, on obtient(
u

(
1− r 2)+ v

)((
2r 2 −1

)
u − v

)= r 2v(v −u),

qui s’écrit encore

u2 (
1− r 2)(2r 2 −1

)+2uv
(
2r 2 −1

)− v2 (
1+ r 2)= 0.

Pour que cette équation du second degré en u/v ait des solutions rationnelles, il faut
que son discriminant réduit ∆= (2r 2 −1)2 + (1− r 4)(2r 2 −1) = (2r 2 −1)(2r 2 − r 4) soit
un carré de nombre rationnel, ou encore que (2r 2 −1)(2− r 2) soit un carré.

Posons r = c

d
, avec c et d premiers entre eux. Il faut donc que (2c2−d 2)(2d 2−c2) soit

le carré d’un entier.
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Les entiers 2c2 −d 2 et 2d 2 − c2 sont premiers entre eux car, si un nombre premier p
divise 2c2 −d 2 et 2d 2 − c2, alors il divise 3c2 et 3d 2, donc p = 3 divise 2c2 −d 2. Par
réduction modulo 3, on prouve que 3 divise c et d : contradiction.

Les entiers 2c2 −d 2 et 2d 2 − c2 sont de même signe et donc positifs (leur somme est
positive), on peut donc écrire 2c2 −d 2 = α2 et 2d 2 − c2 = β2, avec α et β entiers. Par
suite, α2, c2, d 2 et β2 sont des carrés en progression arithmétique.

Comme r = c

d
= b

u
avec la première fraction réduite, on a c É b et d É u.

Par suite, c2 < a2 +b2 = y < y2 < z2 et d 2 < u2 + v2 = z < z2, on a donc un quadruplet
avec c et d strictement plus petits que z : contradiction.

La preuve de Russell A. Gordon et Sara L. Graham

Théorème 1.
Il n’existe pas de paire de triplets pythagoriciens de la forme (a,b,c) et (a,2b,d).

Démonstration. Supposons qu’il en existe une.

On peut supposer ces triplets primitifs. En effet, si g = pgcd(a,b) > 1, on obtient une
paire de triplets pythagoriciens (a′,b′,c ′) et (a′,2b′,d ′) dont le premier est primitif en divi-
sant les deux triplets par g . De plus, si a′ est impair, alors les deux triplets sont primitifs ; et,
si a′ est pair, b′ est alors impair, on peut diviser le second triplet par 2, et (b′, a′/2,d ′/2) et
(b′, a′,c ′) sont deux triplets primitifs de la même forme.

On peut aussi supposer que b est le plus petit possible. Un (seul) des entiers a ou b est
pair, c’est nécessairement b, et les autres entiers en jeu sont impairs.

On en déduit l’écriture

a = v2 −u2, b = 2uv, c = u2 + v2, avec pgcd(u, v) = 1, v > u et u + v impair.

De même,

a = y2 −x2, 2b = 2x y, d = x2 + y2, avec pgcd(x, y) = 1, y > x et x + y impair.

Les entiers u et v sont de parités opposées. Modulo 4, a est congru à 1 si v est impair,
−1 sinon. On en déduit que u et x ont la même parité. On suppose par exemple qu’ils sont
impairs, et donc v et y pairs. Le cas où u et x sont pairs revient à échanger dans la suite x et
y , u et v .

De uv = x(y/2), on peut déduire u = αβ, v = γδ, x = αγ et y = 2βδ, les entiers α,β,γ,δ
étant premiers deux à deux. De plus, α est impair (car u est impair), δ est pair (car v est pair
et γ, qui divise x, est impair).

De a = v2 −u2 = y2 −x2 on déduit u2 + y2 = x2 + v2, d’où β2(α2 +4δ2) = γ2(α2 +δ2).
Puisque pgcd(β,γ) = 1 et pgcd(α2 +δ2,α2 +4δ2) = 1, on a α2 +δ2 = β2 et α2 +4δ2 = γ2,

d’où une paire de triplets pythagoriciens primitifs de la forme (α,δ,β) et (α,2δ,γ) avec δ
pair et δÉ y/2 < y É b, ce qui est en contradiction avec b minimal.



BV 290 – Printemps 2025 Forum mathématique 53

Théorème 2. Il n’existe pas quatre carrés distincts en progression arithmétique.

Démonstration. Supposons x2 < y2 < z2 < t 2 en progression arithmétique : x2+z2 = 2y2 et
y2 + t 2 = 2z2. On peut les supposer premiers entre eux deux à deux et, par suite, x et z, qui
ont la même parité, sont impairs, et y et t aussi. En posant a = x2 et r = y2 − x2, r est pair,
strictement positif, et a(a + r )(a +2r )(a +3r ) est un carré.

Nous allons démontrer qu’une égalité a(a + r )(a +2r )(a +3r ) = b2 avec r > 0 pair n’est
pas possible.

On peut supposer a et r premiers entre eux.

b2 = a(a +3r )(a + r )(a +2r ) = (a2 +3ar )(a2 +3ar +2r 2) = (a2 +3ar + r 2)2 − r 4,

donc (b,r 2, a2 +3ar + r 2) est un triplet pythagoricien. Il est primitif car un nombre premier
divisant b et r 2, donc r , diviserait a et r .

On peut donc écrire r 2 = 2uv et a2 +3ar + r 2 = u2 + v2, avec u et v premiers entre eux,
de parités opposées. Par symétrie, on peut supposer u pair. Comme (u/2)v est un carré avec
u et v premiers entre eux, on peut écrire u = 2c2 et v = d 2, avec c et d premiers entre eux.

Alors

(
a + 3

2
r

)2

= a2 +3ar + r 2 + 5

4
r 2 = 4c4 +d 4 +5c2d 2 = (c2 +d 2)(4c2 +d 2).

Comme c et d sont premiers entre eux, c2+d 2 et 4c2+d 2 sont premiers entre eux, chacun
de ces nombres est donc un carré, ce qui contredit le théorème 1.
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