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III. FONCTIONS CIRCULAIRES
1) DEF :

cosz = OA

sinz = OB

tanz = IN, si N existe, i.e. x # 7/2 mod 7

cotz = JP, si P existe, i.e.  # 0 mod«

PROP :
sinx
tanz = &?qu ,siz#7/2 modm
cotx:ql ,siz#0 modw
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2) FORMULES CLASSIQUES

(1) cos?
(1) 1+ tan’x =

c
(1") 1+ cot? z = —

r+sinz=1

5~ (diviser (1) par cos® z
os?

, (diviser (1) par sin?z
sin” z

)

A savoir par coeur ou a l'aide d’un dessin : jamais a partir des formules cos (a + b) etc. :

symétrie/ Oz symétrie / O symétrie / Oy symétrie / y =z rotation angle 7 /2
cos(—x) = cosx cos(m4x)=—cosz | cos(m—x)=—cosz | cos (%— ) =sinx cos(x—l—g) = —sinz
. . . . . . . 71' . i

sin(—z) = —sinz | sin(r+z) = —sinz | sin(r —z) =sinz sin (5 —x) =cosz | sin (w—l—§) = cosx

tan (—z) = —tanz | tan (7 + ) =tanz | tan (7 —x) = —tanz | tan (g—x) =cotz | tan (w—l—g) = —cotx

On en déduit : cos(z 4+ nw) =
Fonctions circulaires d’une somme :

, sin(z + nw) =

(2) cos(a+b) = cosacosb —sinasinb

(3) sin (a + b) = sinacosb + cosasinb

tana + tanb
4)t b)) = ———
(4) tan(a +b) = 1—tanatanbd

(27) cos(a — b) = cosacosb+ sinasinb

(3’) sin(a — b) =sinacosb — cosasinb

tana — tan
1+ tanatanb

(4’) tan(a — b) =
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Formules de I’angle double, et de I’angle moitié, a savoir toutes par coeur, et retrouver :

(5) cos2z = cos? z —sin” z (vient de (2))
, 1—tan’z ) N ,
(5") cos2x = ———— (mettre cos® x en facteur dans (5) et utiliser (1°))
1 —|—2tan x
(5"”) cosz = T Avee t= tang

(6 )COSQ%*QCOS x—1

(vient de (5) et (1))

(6”) cos? x——(1+cos2x

)

(6”) 1+ cosz = 2 cos? g

(7) cos2x =1 — 2sin"

(vient de (5) et (1))

(7)) sin? 2 =

1
5 (1 — cos2z)

5 T
1—cosx = 281n2§

(77)
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(8) sin2x = 2sinxzcosx (vient de (3))
(8) sinz = ZSin%cos%
N 2tanx 9 e ,
(8") sin2x = 1o tona (mettre cos® x en facteur dans (8) et utiliser (1))
an”x
2t
(8" sinz = i avec t = tan —
2t
(9) tan 2z = 1 - ‘?&?zx (vient de (4))
(9) tanz = — T3 avec t= tang (vient de (9) ou du quotient de (8") et (5") )
z 1—cosx sinx
1 2 = ient ient de (77) et (8
(10) tan 5 pr T cosa (vient du quotient de (7”) et (8'))
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Formules de I'angle triple :

1
cos3w = 4cos®z — 3cosw | cosdx = I (cos3x + 3cos )

sin3z = —4sin® z + 3sinz | sin®

1
T =7 (3sinz — sin 3z)
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Formules de linéarisation (produits en sommes) :

(11) cosacosb = % (cos (a+b) + cos (a — b)) (faire (2) + (2'))

(12) sinasinb = —% (cos (a+ b) — cos (a — b)) (faire (2') — (2))

(13) sinacosb = % (sin (a + b) + sin (a — b)) (faire (3) + (3”))

Applications : El

Formules d’antilinéarisation (sommes en produits) :

(14) cosp+cosq = 2cosp+ q cos% (prendre (11) avecp=a+bet g=a—1b)
(15) cosp — cosq = —2sin I% sin p_;q (prendre (12) avecp=a+bet g=a—b)
(16) sinp +sing = 2sinp+ d cosp—;q (prendre (13) avecp=a+bet g=a—1b)
(16’) sinp —sing = 2 cos P ;— T gn 2 ; d (changer ¢ en —q dans (16))

On en déduit cosz + sinz = /2 cos <x — %) .
D5

Plus généralement :
acosz + bsinz = v/a? + b? cos (z — @)

o étant défini modulo 27 par :

a
IRV

b
sing =

D6
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Rem : T'angle ¢ est 'un des angles du triangle rectangle de cotés a et b.

3) Equations trigonométriques :

sIeEZ)y=a+2knr

COST = COSY
sinx = siny

‘cosx:cosyc)ﬂkEZ/y::tx—|—2k7r|

|Sinx:Siny<:>E|k:€Z/y:x—|—2k7rou7r—x+2k7r‘

|tanx:tany@3k€Z/y:x+k7r|
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4) Valeurs remarquables

s s m m m
T —_— = = — — _ = = —
2

12 10
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sing | YV v — vV oV
tanx —
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cotz | 24+ 3 V5 +2v5 1++2
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=
+
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5) Etude de la fonction cosinus.

a) Réduction de I’ensemble d’étude.

1l suffit d’étudier cos sur [O, g} .

On obtiendra toute la courbe par une symétrie par rapport a Oy, suivie d’une symétrie glissée d’axe Ox et de vecteur de
cordonnées (,0), puis de translations de vecteurs (2kw,0) .

D9
b) Variations et tracé de la courbe.

D10
6) Etude de la fonction sinus.

a) Réduction de I’ensemble d’étude.

Il suffit d’étudier sin sur |0, g] .

On obtiendra toute la courbe par une symeétrie par rapport & O, suivie d’une symétrie glissée d’axe Oz et de vecteur de
cordonnées (,0), puis de translations de vecteurs (2kw,0) .

D11
b) Variations et tracé de la courbe.

D12
Rem : la courbe de sin se déduit de celle de cos par une translation de vecteur m/ 27

Ceci provient de la relation :
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D13
7) Etude de la fonction tangente.
a) Dérivabiliteé.
PROP : la fonction tan est dérivable (donc continue) sur son ensemble de définition R \ {g +kr/ ke Z} et tan’ =
1 +tan? = %
cos
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b) Réduction de ’ensemble d’étude.

Il suffit d’étudier tan sur [O, g [

On obtient toute la courbe par symétrie par rapport & O et des translations de vecteurs de coordonnée (kr,0) .
D16

¢) Variations et tracé de la courbe.

D17

Exercice : faire sur le méme modéle ’étude de la fonction cot et trouver la transformation faisant passer d’une courbe a
Pautre.



