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Théoréme : Soit ABC un triangle quelconque. On note h la longueur de la hauteur issue de A, r le rayon du cercle inscrit
dans ABC et ¢y la “co-hauteur” définie par ¢ = h — 2r.
Soit D un point de [BC], r; et r9 les rayons des cercles inscrits dans ABD et ADC respectivement.

Enfin, on note ¢; et ¢y les co-hauteurs relatives : ¢; = h — 2ry et co = h — 2rs.

On a : ‘cl><02:h><co‘

n
Remarque : ce théoréme se généralise facilement & n cercles : H ¢ =h""1x .
i=1

Démonstration : Notons b = AC, c = AB,d = AD, a; = BD et as = DC.

On montre que ce théoréme équivaut au théoréme de Stewart : c2as + b%a1 = aaias + ad?.

1 1
Si on note Ay laire de ABD et A celle de ADC, on a Ay = ihal et Ay = ihag.

2 h 2 d —
Ona r = A = @ donc c¢;=h—-2ri=h I—L :hxu.
a1 +d+c ar+d+c a1 +d+c d+c+aq
d+b—ay c+b—a
De mé Shx ST g =hx 9
€ meme, Co Xd+b+a2 € Co XC—i—b—f—a

d — d+b— b—
L’égalité & démontrer s’écrit alors, aprés simplification par A2 : <d i Z - Zi) (d i - Zi) = zi = Z

ce qui équivaut & :  (d+c—a1)(d+b—az)(c+b+a)=(d+c+a)(d+b+az)(c+b—a)

En posant temporairement « =d+ ¢, § =d+bet v =c+ b, cette égalité s’écrit :

(@ —a1)(B—az)(y+a) = (a+a)(B+az)(y—a)

On développe et on simplifie : il reste  aaoy + a1 87 = afa + ajasa,

c’est-a-dire  (c+b)(d + c)az + (¢ + b)(d + b)ay = aaras + a(d + ¢)(d + b)

c2as + d(c+ b)ag + beas + b%ay + d(b+ c)ay + beay = aajas + ad?® + abc + ad(b+c¢) et puisque a; + az = a, on obtient :

‘CQGQ + b%ay = aaias + ad? ‘ qui est I'égalité du théoréme de Stewart.




