Courbes de poursuites mutuelles

par Antoine Hollard!

Introduction

Beaucoup d’entre nous se souviennent sans doute d’avoir donné a chercher ou a pro-
grammer |’exercice suivant, en maths ou en physique.

Quatre chiens (ou quatre mouches ou quatre coccinelles) A, B, C, D occupent a I'ins-
tant 0 les sommets d'un carré. A poursuit B qui poursuit C qui poursuit D qui poursuit
A. On suppose qu’ils ont tous la méme vitesse numérique V constante.
Quelles courbes parcourent-ils?
Les courbes décrites par A, B, C, D sont alors des spirales logarithmiques qui se rejoignent

L s P L ao no e
au centre du carré a I'instant T égal a —, o1 ag est la longueur du c6té du carré initial.
A\

On peut poser le méme probleme avec trois chiens A, B, C seulement, placés a I'instant 0
aux sommets d'un triangle équilatéral. A poursuit B qui poursuit C qui poursuit A avec des
vitesses constantes et égales. On trouve encore des courbes qui sont des spirales logarith-

2a
miques qui se rejoignent au centre du triangle a I'instant T = 3—\;), ou ag est la longueur
commune des cOtés du triangle initial.

Ce probleéme a été étudié et résolu, en particulier par Edouard Lucas en 1877.

Nous allons étudier un cas un peu plus général ot les trois chiens occupent a I'instant 0
les sommets d'un triangle quelconque.

1.1 Enoncé du probléme

Trois points mobiles A(t), B(t), C(¢) du plan vérifient la condition suivante : a chaque
) ) dA dB dC . P e
instant, les vecteurs vitesse E' E’ E sont respectivement colinéaires aux vecteurs AB,
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BC et (_Z_A), et de méme sens qu’eux. Les vitesses numériques de A, B, C sont des fonctions de
t notées Vy, Vg, Ve, qui sont supposées connues, strictement positives et de classe C'.

Sur tout intervalle I = [0, z[ ou A, B, C sont distincts, les coordonnées xa, ya, X8, ¥B, XC,
yc de A, B, C dans un repére fixe vérifient donc un systéme de six équations différentielles :

, Va(xg — xa)

172’
((XB —xp)?+ (yB - J/A)z)

et des équations analogues pour yy, X, ¥ X¢» Ve-

Connaissant les fonctions Vy, Vg, V¢, le théoreme de Cauchy-Lipschitz permet d’assu-
rer I'existence et 'unicité des fonctions solutions si on donne les positions initiales A(0),
B(0), C(0). Les fonctions solutions, donc les fonctions ¢t — A(t), t — B(#) et t — C(¢) sont de
classe G2 puisque Vj, Vg, V¢ sont de classe el

On cherche si les poursuivants finissent par se rejoindre; si c’est le cas, en quel point et a
quel instant, et ce que l'on peut dire de leurs trajectoires.

[.2 Définitions et notations

Dans le triangle A(¢)B(t)C(¢), nous allons noter les longueurs des cotés c(t) = A(£)B(?),
a(t) = B(n)C(1), b(r) = C(H)A(); les fonctions a, b, ¢ sont de classe €2 sur tout intervalle ot
elles ne s’annulent pas. Les mesures des angles en A, B, C sont notés respectivement «, £3,
Y, compris entre 0 et 7, avec a + f+ 7y = 7.

C

Sur tout intervalle o1 A(#), B(#) et C(¢) ne sont pas alignés, les fonctions «, B, v, fonctions
de t, sont de classe C2. En effet, a, B, y sont dans |0, z[ eton a a® = b* + ¢* - 2bccos a, soit
*+c2-a®> ) )
a = Arccos—————, qui est bien de classe C~.
2bc

Alinstant t, I'enveloppe convexe K(¢) des trois points A(z), B(z), C(¢) (le triangle plein
de sommets A(t), B(#), C(#)) est compacte. Si A, B, C sont alignés, K(#) est un segment.

On consideére que le mouvement s’arréte si les trois points se rejoignent. Si d’autre part A
rejoint B al'instant fy en restant distinct de C, alors on convient que A et B restent confondus
pour ¢ > ty; le systeme différentiel énoncé en 1.1 n’a plus de sens; il ne reste que deux points
B et C qui vont I'un vers I'autre.
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I.3 Décroissance de la famille de compacts K(#)

Soit 1 un intervalle semi-ouvert a droite, d'origine t = 0, tel que, pour tout t dans1, A(t),
B(1), C(t) sont distincts et non alignés.

Lemme 1. Soit ty € 1. Il existee > 0 tel que V't € [1y, to + €], K(£) = K(19).

Démonstration. On fixe un repere orthonormé direct dont1’axe Ox est porté par A(f)B(#),
et tel que C(fyp) aune ordonnée strictement positive. Lordonnée de C(¢) est alors strictement
positive au voisinage de f,. Le point B(#) a pour ordonnée yg(?), avec yg(f) = 0. Comme
son vecteur vitesse est dirigé par BC et de méme sens, ¥5(%) > 0. Dong, sur un intervalle
[Zo, to + €11, yB(2) > 0.

—

dA
Le point A(#) a pour ordonnée ya(f), avec ya(ty) = yl'\(to) = 0. Comme ar est dirigée par

AB et de méme sens, on a vy =k(y8—ya), avec k> 0.
Endérivant, y, = k' (ys — ya)+k(yg — y4), doulon tire yj (to) = k(o) yg(to) > 0. Donc ya (1) ~

Io
1
E(t — 1y)? yu(to) et donc ya(r) est strictement positif au voisinage de . Donc, sur un in-

tervalle [ 1y, ty + €21, les trois points A(t), B(t), C(¢) sont dans le demi-plan fermé limité par
A(t0)B(ty) et contenant C(ty). 1l en est donc de méme pour K().

On montrerait de méme que, sur un intervalle [#y, t + €3], K(#) est contenu dans le demi-
plan fermé limité par B(#)C(#y) et contenant A(%); et que, sur un intervalle [#, fy + €4],
K(#) est contenu dans le demi-plan fermé limité par C(#y)A(%), et contenant B(#).

Donc, sur un intervalle [fg, fp + €], K(#) est contenu dans K(#y), intersection de ces trois
demi-plans. O

Théoréme 2. Pour t € 1, les compacts K(t) forment une famille décroissante au sens de
Uinclusion.

Démonstration. Soient a et b dans I tels que a < b. On va montrer que K(b) < K(a). Suppo-
sons que K(b) ¢ K(a). Soit alors T = inf{f € [a, b] | K(¢) £ K(a)}. D’apres le lemme 1, 7 > a.

¢ Montrons que K(7) < K(a) Soit (f,;) une suite strictement croissante convergeant vers T.
Soit M un point de K(7); M est barycentre de A(t), B(r), C(r) avec des coefficients u, v, w
positifs. Soit, pour n fixé, M,, le barycentre de A(t,), B(t,), C(t,) affectés des mémes co-
efficients u, v, w. Comme ¢, < 7, K(¢,;) < K(a) et le point M;, est dans K(a). Quand »n tend
vers +oo, les points A(t;), B(t;), C(t;) tendent vers A(t), B(r), C(r) et M,, tend vers M.
Comme K(a) est fermé, M € K(a). Donc K(7) c K(a).

¢ Sion suppose T < b, sur un intervalle [1,7 + €], K(f) € K(r) < K(a) d’aprés le lemme 1.
D’otut la contradiction, donc 7 = b et K(b) c K(a). O

I.4 Extension au cas ou le triangle K(#) s’aplatit
Le résultat reste vrai si le triangle s’aplatit.

Théoréme 3. Les compacts convexes K(t) forment, sur tout l'intervalle ot le mouvement
existe, une famille décroissante au sens de l'inclusion.
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Démonstration.
* Supposons qu’a un instant f, A(f), B(#), C(#) sont alignés au sens large (deux des
points peuvent étre confondus) ; alors K(#) est un segment contenu dans K(#y) pour ¢ > f.

AW, B(, Je0

Il est clair que la famille de compacts K(¢), avec t = fy, est encore décroissante au sens
de l'inclusion.

* Supposons qu’au départ, A(0), B(0), C(0) sont distincts et non alignés et que le triangle
s’aplatit en cours de route. Soit E = {t =0 | A(1),B(1),C(#) sont alignés au sens large}. Alors E

est fermé car il est déterminé par 'équationen ¢t Det (@,A_()]) =0.

Soit fy = infE; £y est dans E et £ 0 par hypothese sur les conditions initiales. Soit a < .
Soit une suite () partant de a et strictement croissante vers fy. Pour n quelconque, K(¢;,)
est contenu dans K(a) d’apreés le lemme 1. Comme A(t;), B(t;), C(¢,) tendent respective-
ment vers A(fy), B(%p), C(%) quand 7 tend vers +oo, A(tp), B(#y), C(%p) appartiennent a K(a)
et K(#p) < K(a).

Donc les compacts convexes K(t) forment, sur tout I'intervalle ot1 le mouvement existe,
une famille décroissante au sens de I'inclusion. O

I.5 Périmetre et aire du triangle ABC
a. Périmetre

Les fonctions a, b, ¢ sont de classe C! et on trouve, en dérivant ¢> = AB?, la formule
des vitesses suivante si les trois points sont distincts : ¢’ = — (VA+VB cos ,6), et de méme
a' =—(Vg+Vccosy) et b = — (Vg +Vacosa).

En notant P = a+ b + c le périmeétre du triangle ABC, on trouve donc

P'=—Va(1+cosa)—Vg(1+cosf)— V¢ (1+cosy) <0.

La fonction t — P(¢) est donc décroissante. Ce résultat reste vrai si deux des trois points sont
confondus a partir d'un instant ¢.

Deux possibilités : ou bien P(#) finit par s’annuler a un instant T ou a 'infini, et les trois
points se rejoignent a cet instant; ou bien P(¢) a une limite strictement positive quand ¢
tend vers +oo, et les trois poursuivants ne se rattrapent pas. Une étude plus précise de ce
second cas est faite dans le paragraphe suivant I.6.

Remarque. Si les trois points se rejoignent, pour trouver le point de jonction, il suffit de
trouver un point fixe contenu dans tous les compacts K(#).

b. Aire

Soit S l'aire du triangle ABC. On sait d’apres 1.3 que ces triangles pleins forment une
famille décroissante au sens de I'inclusion quand ¢ varie. Donc la fonction ¢ — S(t) est
décroissante et positive.

D’autre part, I'aire S et le périmetre P vérifient I'inégalité suivante :

1
S<—P?
V3
I'égalité étant obtenue si et seulement si le triangle est équilatéral. Voici une démonstration
de ce résultat classique.
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Démonstration. On part de la formule
1
§? = EP(P —2a)(P-2b)(P—-20¢).

On cherche le maximum, pour P fixé, de (P—2a)(P—-2b)(P—-2c), avec a,b,c =0 et a+b+c =P.
Soit la fonction F; définie par F;(x, y) = (P-2x)(P—-2y)(2x+2y—P) sur la partie triangulaire
du plan définie par

P

+ >
y X = .
> y

Osxsg, Osys<
2 2

Aux bords de cette partie, F; (x, y) est nul. Donc son maximum est atteint a I'intérieur de
cette partie, en un point ou le gradient de F; est nul. Or

0:F1(x,7) = (P-2y)2(P-2x) —2(2x+2y—-P)) =0 < P-2x-y=0.

p
De méme, 0,F;(x,y) =0 < P—-2y—x = 0. Donc le maximum est atteint pour x = y = 3 et

I'inégalité est démontrée.

1.6 Cas ou les poursuivants ne se rattrapent pas

Soit Ko l'intersection décroissante de tous les compacts K(#) pour ¢ = 0. La suite des
triplets (A(n),B(n),C(n)) de points du plan est bornée. On peut donc en extraire une suite
(A(p(n)),B(p(n)),C(p(n)) qui converge vers un triplet (Axo, Boo, Coo)-

Soit E I'enveloppe convexe de {Ax, Boo, Cool, C'est-a-dire le triangle plein de sommets
ces trois points. Montrons que E = K.

e Pour ¢ quelconque, les trois points A(¢(n)), B(p(n)), Cle(n) appartiennent a K(#)
des que ¢(n) > t. Donc As, Boo, Coo appartiennent a K(#) qui est fermé. Donc E est
contenu dans K(#) pour ¢ quelconque, donc est contenu dans K.

* Si un point M est extérieur au triangle formé par A, Boo, Coo, il est extérieur au tri-
angle formé par A(¢(n)), B(p(n)), C(¢(n) pour n assez grand, donc n’appartient pas a
Koo. Donc K, est contenu dans E.

Pour toute autre suite (f,) tendant vers I'infini, on peut extraire une suite ¥ (t;)) telle
que le triplet (A(w(t,)), B(y(,)), C(w(t,))) converge vers un triplet (A’,B'C'). Par le méme
raisonnement, on trouve que le triangle plein formé par A’, B, C' est K., et donc que
(A',B’,C") = (A,B,C). Donc les trois points A(£), B(r), C(f) tendent respectivement vers Ao,
Boo, Coo quand ¢ tend vers +oo. Les trois trajectoires admettent chacune un point asymp-
tote.

II Cas de vitesses égales. Possibilité de rencontre

II.1 Encadrement de cos & + cos ff + cosy

Cherchons un encadrement de I’expression X = cosa + cos f + cosy, pour a + f+y =7,
avec a, B,y dans [0, ].



58 Courbes de poursuites mutuelles BV 277 — Hiver 2021-2022

a. Minimum

Comme a + + 7 = &, on peut facilement vérifier, en remplacant y par 7 — @ — 8, que
a
cosa +cosf+cosy = 1+4sin5sin§sing = 1.
Le minimum de cosa + cos f + cosy pour a + f+7Y = 7, avec &, 8,y dans [0, ], est donc égal

al.

b. Maximum

Cherchons le maximum de cette expression. Soit Fa(x, y) = cosx + cosy — cos(x + y).
On cherche le maximum de F, sur la partie triangulaire du plan déterminée par 0 < x < 7,
Osysmx+ysm.

O T

Ce maximum n’est pas atteint au bord du triangle : F(x,0) =F2(0,y) =1let,six+y=m,
F2(x,y) = —cosm = 1. Le maximum est donc atteint a I'intérieur du triangle, en un point ot
le gradient de F» est nul.

Or 0,F2(x,y) = —sinx +sin(x +y) et 0, F2(x, y) = —sin y +sin(x + ). Le gradient de F; est
nul pour sinx =siny =sin(x+ y),avec0< x <7, 0< y <7 et x+ y < n. La seule possibilité

b1

estx=yetx+y=m—x,cequidonnex=y=—.
Le maximum de cos a +cos f+cosYy, pour a + f+y =7, avec «, B,y dans [0, 7], est donc
3
égala —.
& 2

Remarquons que ce maximum correspond au cas ou le triangle ABC est équilatéral.

II.2 Possibilité de rencontre avec des vitesses identiques

On ajoute a partir d’ici 'hypothese suivante : on suppose que les vitesses numériques
des trois points A, B, C sont égales entre elles a chaque instant. Soit V(¢) leur valeur com-
mune a l'instant ¢, supposée connue et strictement positive.
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a. Encadrement de P'(#)

OnaP' =-V(3+cosa+cosf+cosy).
9
D’apres I'encadrement trouvé en I1.1, —4V = P/ = —=V. La fonction P est donc stricte-

ment décroissante, et positive ou nulle.

b. Une condition de jonction

On cherche si les trois points finissent par se rejoindre. On trouve d’abord un encadre-
ment pour P(1).

t 9 t
4[ V(u)du <P(0)—-P(¢) < Zf V(u)du,
0 0

donc 9 rt .
P(O)—zf V(u)dusP(t)sP(O)—4f V(u)du.
0 0

Iy a deux possibilités, selon que I'intégrale généralisée de V sur [0, +oo[ est convergente
ou divergente.

Sil'intégrale est divergente, il existe nécessairement un instant T pour lequel P s’annule,
et T vérifie

T 9 T
4[ V(u)du <P(0) < —f V(u)du.
0 2 Jo

Si 'intégrale est convergente, il n'est pas sir, selon que les trois points sont au départ,

assez €éloignés ou non les uns des autres, que P(t) finisse par s’annuler. Plus précisément,
+00

si 3 V(u) du < P(0), on est stir que P ne peut pas s’annuler. En revanche, si le périmetre
0 +o00o
initial vérifie P(0) < 4 f V(u) du, on est stir que P finit par s’annuler et que les trois points
0

se rejoignent a un instant T.

I.3 Courbures des courbes décrites par A,B,C

Soient (TA,ﬁA), (?B,ﬁB) et (F_fc,ﬁc) les repéres de Frenet associés a I'instant ¢ aux
courbes respectives décrites par A, B, C.

Soient pa, pB, pc les courbures respectives de ces courbes a I'instant .

— o » dB dA - —

Alors AB = ¢ T 5. En dérivant, on trouve & dr =c Ta+cVpaNa.

Donc V"_fB =(V+ c’ﬁ:A + chANA. Dot V+c¢' = -Vcosf et cVpa = Vsin .

La premiere égalité n’apporte rien, mais la deuxieme permet d’écrire cp = sin f3.

De méme, app = siny et bpc = sina.

II.4 Propriétés des centres de courbure
a. Construction géométrique
On déduit de I1.3 une construction géométrique possible des centres de courbure.
c
Soit I(#) le centre de courbure de la courbe décrite par A a l'instant . On a - sin 3.

On trace la médiatrice du segment AB. Elle coupe le co6té BC en un point A’. Soit A” le point
d’intersection de la droite AA” et du cercle centré en A et passant par B. Alors I est le point
d’intersection de la perpendiculaire en A” 2 AA” et de la perpendiculaire en A a AB.
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b. Utilisation des complexes

Pour un point M du plan, soit zy; son affixe.

. .XB— &
Le résultat du I1.3 permet d’écrire z; — za =i B ,BA Donc
in
.z
ZIZZA(I— - )+1,B .
sin 8 sin 8

De méme, si ] est le centre de courbure de la courbe décrite par B, et Kle centre de courbure
de la courbe décrite par C, on a

. 2C
)+1, et zK:zc(l—
siny

ZA
zZp=2zg|l— - 1— .
sina sina

siny

On en tire 21 sinf + ! smy + zgsina = zpsin B + zg siny + z¢ sin a, soit vectoriellement
sin ,BAI + s1nyBI +sinaCK = 0, soit encore

bﬁ+cl§i+aﬁ(z6.

I.5 Trajectoire du centre de gravité du triangle ABC

Soit G(1) I'isobarycentre des sommets A(?), B(#), C(1).
—_— ]_ —_— —_— —_—
La fonction ¢ — G(#) est de classe C? et G’ = §V(TA+ Tg+ TC). Or

T_A-F_fB:—cosﬁ, T_I;-F_fc:—cosy, ﬁ-?A:—cosa,
1 — 2
donc | G'||? = § (3 2(cosa +cos f+ cosy)). Donc | G'|I>=V?+ §VP', soit encore

IG'I2 9

\Y 2

P’:g
2

Grace aux inégalités de I1.1, on remarque au passage que || G | <

UJI»—I

Supposons que les trois poursuivants se rejoignent a 'instant T. Soit A la valeur com-
mune des longueurs des trajectoires de A, B, C. On a donc

T~/ 2
A:%P(O)+f NG @I~ 4
9 o V()

III Cas de vitesses égales et constantes

On suppose dans cette partie que les vitesses numériques des trois points sont égales
entre elles et constantes. Soit V leur valeur commune, V > 0.



BV 277 — Hiver 2021-2022 Courbes de poursuites mutuelles 61

III.1 Systeme vérifié par les longueurs des cotés

Onac =-V(+cosp). Or b* = a® + ¢® — 2accos f. En remplacant, on trouve

/

b*—(a+c)*> VP(b—a-c)

c =V
2ac 2ac
De méme,
b,_vaz—(b+c)2 _VP(a-b-o)
B 2bc B 2bc ’
a,_vcz—(a+b)2 _ VP(c—a-Db)
2ab 2ab '

Les fonctions a, b, ¢ sont donc solutions d'un systeme dynamique autonome (S).

II1.2 Instant de la rencontre

En utilisant le résultat de I1.2, on est stir que les trois points se rencontrent a un instant T

9 , < 2 P(0) 1 P(0) . . .
telque 4VT<P(0) < EVT’ c’est-a-dire sV <T< VRETAR ce qui donne une estimation

de T connaissant P(0) et V.
Plus précisément, on trouve alors, grace a I’égalité établie en I1.5,

2P TG ()2
T=—ﬂ+f IGwi?
9V Jo V2

III.3 Les points A, B, C restent-ils toujours distincts et non alignés ?

Il est stir d’aprés 1.5.b. que S s’annule a un instant T; < T, c’est-a-dire que A, B, C sont
alignés a partir de cet instant. A priori, il est donc possible que le triangle s’aplatisse avant
la rencontre des trois points. Il est aussi tout a fait possible que deux des trois poursuivants
se rejoignent avant d’aller vers le troisieme. Voir la figure 1 ci-dessous, ou I'on a arrété le
programme de construction quand B a rejoint C.

NPT

Figure 1. B a rejoint C qui n’a pas encore rejoint A.
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III.4 Etude d’un cas particulier

On suppose ici que, pour t = 0, les trois points A(0), B(0), C(0) sont les sommets d'un
triangle équilatéral.

Comme, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le systeme dynamique (S) trouvé en
IT1.1 a une seule solution déterminée par les conditions initiales portant sur a, b, c, le sys-

. X 3
téme (S) sera équivalent danscecasaa' = —=V,etb=c=a.

Le triangle reste équilatéral dans le mouvement, I'isobarycentre G des trois sommets
reste fixe, donc sera le point de rencontre de A, B, C. D’autre part, 'angle entre GA et la
tangente en A reste constant, donc la courbe décrite par A est une spirale logarithmique,
de méme que les courbes décrites par B et C.

IV Pointderencontre. Retour au cas de vitesses quelconques

On revient ici a la situation générale décrite en I : les vitesses des trois points, Va, Vg,
V¢ sont des fonctions quelconques de t, de classe C! et strictement positives; les positions
initiales de A, B, C sont les sommets d'un triangle quelconque. On suppose simplement que
A(1), B(1), C(t) restent distincts et non alignés jusqu’a leur rencontre.

Certains auteurs — R. K. Miller (1871), Arthur Bernhart (1959) — prouvent que le point
de rencontre est un des points de Brocard du triangle initial. Mais, pour cela, ils ajoutent
I'hypothese suivante : ils supposent que le triangle A(#)B(#)C(#) reste semblable au triangle
initial au cours du mouvement. Malheureusement, cette hypothese est tres restrictive, elle im-
pose des contraintes importantes sur les vitesses respectives de A, B, C, qui ne sont pas né-
cessairement égales, et sur les positions initiales des trois points.

Etudions de plus pres cette question.

IV.1 Points de Brocard d’un triangle

On rappelle ce que sont les points de Brocard d’un triangle ABC.

Il existe un unique point Q; intérieur au triangle tel que les angles (E,E ), (BC, IE{)
et (E&,C—Q{) soient égaux. C’est le premier point de Brocard du triangle, qui est aussi le
barycentre des points pondérés (A, ac/b), (B,ab/c), (C,bc/a).

C

O

A B

Il existe de méme un unique point Q; intérieur au triangle tel que les angles (A—Qz) ,E),

(152), ﬁ) et (CQo,, 63)) soient égaux. C’est le deuxieme point de Brocard du triangle, qui est
aussi le barycentre des points pondérés (A, ab/c), (B, bc/a), (C,calb).
Ces six angles ont pour mesure commune @ (comprise entre 0 et 77) qui vérifie

cotanw = cotana + cotan,B +cotany.
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IV.2 Rencontre au premier point de Brocard ?

Regardons par exemple le cas ou les vitesses sont égales : V4 = Vg = V¢ = V(1). Suppo-
sons que la propriété de rencontre au premier point de Brocard soit vraie quelles que soient
les positions de A, B, C al'instant ¢ = 0.

Le point de rencontre des trois points a partir de ¢ = 0 est le méme que le point de ren-
contre a partir de tout instant £. Donc le premier point de Brocard Q,; du triangle ABC est
fixe.

Posons rp = AQ; , rg = BQ,, rc = CQ;.

En dérivant, on trouve r/’\ =-Vcosw=rg = ré. Les différences AQ; —BQ; et AQ; — CQ; sont
donc constantes. Comme A(t), B(t), C(#) finissent par se rencontrer, AQ; = BQ; = CQ;. Les
triangles ABQ;, BCQ,, CAQ; sont donc isoceles. Donc a—w = w = f—w =y —w etle triangle
ABC est équilatéral.

Si on part d'un triangle ABC non équilatéral, il n'y a aucune raison pour que A(?), B(#),
C(t) se rejoignent au premier point de Brocard du triangle.

IV.3 Condition de jonction au premier point de Brocard

Soient les propriétés éventuelles suivantes des trajectoires, supposées telles que A, B, C
restent non alignés :

(i) Les triangles A(#)B(#)C(¢) restent semblables, au cours du mouvement, au triangle
initial.

(ii) Lesvitesses Va, Vg, Vi sont de la forme Va = kbc, Vg = kc?a, Ve = ka®b, ot k est une
fonction de t, strictement positive et de classe C.

(iii) Le premier point de Brocard de tous les triangles A(#)B(#)C(¢) reste fixe au cours du
mouvement, et c’est le point de jonction des trois poursuivants.

(iv) Les courbes décrites par A(¢), B(t), C(t) sont des spirales logarithmiques.

a. Equivalence des propriétés (i) et (ii)

P L. ) a b
Remarquons que la propriété (i) est équivalente au fait que > et — restent constants,
c

a b )

donc que — = > = —, ou encore que les fonctions &, , y sont constantes.
a c

Démonstration.

e Sens (ii)) = (i)
On suppose (ii). La formule des vitesses trouvée en 1.5 permet d’écrire

1 1
—c' = kb*c+kcacosB = ke b2+5(a2+62—b2) :Ekc(a2+cz+b2).

1 1
En posant m = a® + b* + ¢?, on trouve donc ¢’ = —Eckm, et de méme a’ = —Eakm et

! / /

1 a c
b= —Ebkm. On a bien A et (i) est vérifiée.
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e Sens (i) = (ii) / ,

a c
En partant de — = — = —, on trouve
a c

b

Va+Vgcosf Vg+Vccosy Ve+Vacosa
c B a B b '

Introduisons trois fonctions A, u et v telles que Vo = Ab%c, Vg = uc?a, Ve = va®b.
On a alors Ab? + pcacos B = uc? + vabcosy = va® + Abccosa. Or ¢ = acos B+ bcosa (rela-
tions entre angles et cotés d’un triangle). Donc Ab? + pcacos B = pc® +vabcosy, soit encore
Ab? = uchcosa +vabcosy, soit finalement

Ab = pccosa+vacosy. (1)

De méme, b = acosy + ccosa, donc Ab? + ucacosf = va® + Abccosa. 1l en résulte
Abacosy = va® — pcacos B, soit finalement

Abcosy =va— uccosf. 2)

Les relations (1) et (2) impliquent pccosacosy +va cos? Y =va-—pccosp.

Comme a +7 = 7 — f, on en déduit ucsinasiny = vasin®y, donc pcsina = vasiny.
Comme csina = asiny, on obtient y = v. En reportant dans (1), on trouve A = g =v.

Finalement, (i) et (ii) sont équivalentes. |

Remarque. Si cette propriété est vérifiée, on obtient, grace aux relations trouvées entre

1
m, a, betc,que m' = —km?. Donc — = g+ o) ol g est la primitive de k s’annulant en 0.
m

La fonction m est strictement décroissante; si k est définie sur [0, +oo[, m tend vers 0 en +oo
si et seulement si 'intégrale généralisée de k sur [0, +oo] est divergente. Les trois points se
rejoignent alors, mais au bout d'un temps infini.

b. Lapropriété (i) entraine les trois autres

Démonstration. Supposons que (i) (ou (ii)) soit réalisée et que les trois points finissent par
se rejoindre. Pour montrer que le point de jonction des trois poursuivants est le premier
point de Brocard du triangle initial, il suffit de montrer, d’apres 1.5.a., que pour ¢ quel-
conque, le point de Brocard Q, (¢) du triangle A(#)B(#)C(#) est fixe.

Soit D = a®b® + b*c* + ¢®a®. Les coordonnées barycentriques normalisées de Q; () par

2 2 272 2.2
. cca a“b b=c .

rapport a A(t), B(t), C(z) sont x = D y= D z= D Comme les triangles ABC res-

tent semblables entre eux, x, y, z ne dépendent pas de t. Or E = y/KE +zAC. Donc

dB dA

dt dr

&_dz_x)

1—E+y =VaTA+y(VBTg—=VaTA)+2(VcTc—VaTa).

der dt

(dE’ dA
Z

— 1 —_— — — — i
Or T¢c= 5 (a Tg+c TA). Dans la base (TA, T B), les coordonnées (x,, y,) de Q’l vérifient
donc

o zc za
Xo=VA—yVa-— ?VC —2ZVA =xVp - ?VC et yo=yVp— 7VC_
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b?x a*Viy yc? abVg
Commez:—zetquch: ,xO:O.Etcommez:—zetquch: 5 y Yo=0
a a c

Donc le point Q; est fixe, et c’est donc le point de rencontre des trois poursuivants.
D’autre part, comme les triangles ABC sont semblables entre eux, «, 8, y sont constants,
donc w défini par cotanw = cotan a + cotan § + cotany est constant. Donc I’angle entre QA

et T 5 , dont une mesure est w, est constant, et A(¢) décrit bien une spirale logarithmique
qui s’enroule autour de Q;. Il en est de méme pour B(z) et C(1). O

c. Les propriétés (iii) et (iv) entraine (i)

Démonstration. Supposons donc que Q; est le point de rencontre et que A(t), B(t), C(?)
décrivent des spirales logarithmiques qui s’enroulent autour de Q;.

Posons ry = AQ, rg = BQ,, rc = CQ;. En dérivant (par rapport a ) ra, s, I'c on trouve
rj'\ = —Vpcosw, rl’3 = —Vgcosw, r'C = —Vccosw. Les relations entre angles et cotés d'un tri-
angle permettent d’écrire :

sinm—a) sinw sin(a-—w)

¢ dans le triangle CAQ;,,

* dans le triangle BCQ;, sin(r—y) _sinw _ sin(y ~w) ;
a rc B

e dans le triangle ABQ;, sin(r—f) _ Sl:lw _ Sln(,f - w) .
B A

D’autre part, I'angle w, qui est I’angle entre AQ); et la tangente en A a la spirale décrite

par A, est constant. En dérivant la relation rg sin 8 = csinw, on obtient
rgsin B+ rgf cos f = ¢’sinw = — (Va + Vg cos f) sinw = (ry + g cos f) tanw,

ce qui s'écrit rg(sin fcosw — cos fsinw) — ry sinw + rg f’ cosw cos f = 0 et donne finalement
(resin(f—w) —ra sinw)' = rgf’ sinwsin B.

Comme rgsin(f — w) = rasinw, ' =0, donc § est constant.

On montre de méme que a et y sont constants, donc que tous les triangles A(#)B(#)C(t)
sont semblables entre eux. O

Théoréme. Soient les propriétés éventuelles suivantes des trajectoires, supposées telles
queA, B, C restent non alignés :

(i) Les triangles A(t)B(¢)C(¢) restent semblables, au cours du mouvement, au triangle ini-
tial.

(ii) Les vitesses Va, Vg, V¢ sont de la forme Va = kb’c, Vg = kc?a, Ve = ka®b, oil k est une
fonction de t, strictement positive et de classe C*.

(iii) Le premier point de Brocard de tous les triangles A(t)B(t)C(¢) reste fixe au cours du
mouvement, et c’est le point de jonction des trois poursuivants.

(iv) Les courbes décrites par A(t), B(t), C(t) sont des spirales logarithmiques.

Les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes, et chacune d’entre elles est équivalente a la conjonc-
tion de (iii) et (iv).
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<3

A< —B

Figure 2. Jonction au premier point de Brocard du triangle initial

IV.4 Points de jonction possibles

Proposition. On peut faire en sorte, en imposant certaines conditions aux vitesses de A(t),
B(1), C(1), que tout point a l'intérieur du triangle initial puisse étre le point de rencontre des
trois poursuivants.

Démonstration. Soit Hy un point a l'intérieur du triangle A(0)B(0)C(0). 11 suffit, d’apres
I.5.a., que Hy soit a I'intérieur de tous les triangles A(£)B(#)C(t).

Le point Hy est barycentre de (A(0), 1), (B(0), w), (C(0),v) avec A, i, v strictement positifs.
Soit H(z) le barycentre de (A(?), 1), (B(?), 1), (C(¢),v). Alors H(t) est a I'intérieur de tous les
triangles A(#)B(#)C(t). Montrons que I'on peut choisir Vj, Vg, V¢ pour que H(?) reste fixe.

dH dA dB dC

Ona(A+pu+ V)E = AE + ,LLE + VE (car A, u, v sont constants).

Ve —

Alors H(#) est fixe si et seulement si A—AAB+M—BBC+ V7CA = 0, cequidonne A2 =
c a c
Vs V ck ak

C < bk | .
— =v—, c'est-a-dire V, = —, Vg = —, Vc = —, ol k est une fonction quelconque de
u p b A 1 B P C N q q

t, de classe @1, strictement positive.
Il n’est pas stir que les poursuivants se rejoignent, mais si c’est le cas, ils se rejoignent
en Hy. O

Examinons le cas particulier ou Hy est le point G, isobarycentre des sommets du triangle
initial.
IV.5 Possibilité de rencontre au point G

On applique la propriété précédente a G. Avec les notations précédentes, A = u=v = 1.
On suppose donc V = ck, Vg = ak, V¢ = bk.
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1
Soit T > 0. Supposons que k est la fonction définie par k(f) = e pour 0 < ¢t < T.
Le point G est le centre de gravité de tous les triangles A(#)B(£)C(1).

a. Rencontre des trois points

L , a’ +c? - b?
Reprenons le calcul de a’, b', ¢'. En tenant compte de la relation cos f§ = YT
ac
3¢? + a?® — b?
¢ =-Vp+Vg cosfB=—k(c+acosp) = —kz—.
c
3a® + b? - ¢? 3b% + % - a?
Demémead =—-k——eth' =—k— M.
2a 2b .
-1
La fonction m = a? + b? + ¢? vérifie donc m’ = —3km. On trouve alors m(t) = m(0) (T) .

Les trois poursuivants se rencontrent en G a I'instant T.

b. Les trois points A, B, C restent-ils distincts jusqu’au bout?

Nous allons étudier la fonction In(abc) définie sur tout intervalle ou a(¢)b(t)c(t) est
non nul.
Cette fonction a pour dérivée
a b 1 b>—c? c*-a®> a®-b?

—+—+—=—=k|9+ + +
a b c 2 a? b? c?

Cherchons le signe de

_ cc—a® a -
7= g + 2 + =
On profite de la symétrie et on ordonne le triplet a, b, c; par exemple, a I'instant ¢, a(t) <
b() < c(8). Si Pon pose x = In 205 o €O° _ a@®
o PO YT b F T e

Z(t)=2shx+2shy+2shz=2(shx+shy—-sh(x+y)) =2shx(1-chy)+2shy(l1-chx)<0

/ / /

car x et y sont positifs). Donc —+ —+ —+ -k =0.
( y p ) a b ¢ 2

1 9
Comme k(?) = T—¢ on en déduit que la fonction ¢ — In(a(#)b(t)c(t)) — 5 In(T - £) est

croissante, donc que
9 9
In(a(t)b(t)c(1)) = > In(T - 1) +In(a(0)b(0)c(0)) — > InT,

donc que

_£\972
a(t)b(t)c(t) = a(0)b(0)c(0) (T) .

Finalement, les fonctions a, b, ¢ ne peuvent pas s’annuler sur [0, T[ : les trois points
restent distincts tout au long du mouvement.
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Remarque. Les vitesses vérifient Vo + Vg + Vg = k(a+ b+c¢). Or a+ b+ c < v3m d’apres

m 1.
, C'est-a-dire

I'inégalité de Schwarz. D’ot1 Vj + Vp + V¢ <

vm)(T—t
VA+VB+VcS%.

Les vitesses de A, B, C sont bornées et tendent vers 0 quand ¢ tend vers T.
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