Probabilités et densités dans N*

par Antoine Hollard][]

I Préliminaires

Etablissons ou rappelons quelques résultats qui vont nous servir.

I.1 Fonction zéta de Riemann

+00
La fonction { définie pour PRe(s) > 1 par {(s) = Z —, estde classe €% sur |1, +oo[.
n=1"
1

Quand s tend vers 1%, {(s) est équivalent a o1

n+l1 1 1
sf —dx< —.
n x5 ns

En effet, pour tout n > 0,
(n+1)S

1

+00 1
Comme f —dx=
1 x5 s—1

tend vers 1%.

1
, C(s) > -1 > {(s)—1, etdonc {(s)(s—1) tend vers 1 quand s

I.2 Développement en produit eulérien

Soit P 'ensemble des nombres premiers. Pour s > 1, on peut écrire

1 —_

1
) EP(I_F)'

Démonstration. On ordonne les nombres premiers: p; =2<ps <---<pp <---.

Soit
1

peP ps

A=

1 1 1
Pour s> 1, —InA est la somme de la série convergente Zln (1 - —s) car —In (1 - —) ~—
p

N N
n pn n

1
quand n — +oo et que les sommes partielles Z — sont majorées par {(s).
i=1Pj
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SOita(S)—ﬁl L1 Alors — >ﬁ PRI T
S | LS ORG-S | |

. B 1 1
Soit V(s) = Hl T4 — oot =
i= i i i
le produit V(s) en somme, comme tout entier k compris entre 1 et n se décompose en pro-

1 1
). Alors V(s) > 1+ —+---+— car, si on développe
25 ns

duit de facteurs premiers pris parmi p1, pa,..., pn avec des degrés inférieurs a n, — figure
n

dans la somme obtenue. A la limite, {(s) < A.
D’autre part, pour n et m fixés, il existe N tel que

n

1 1 1 1 1
W=[[[1+5+—=F++ 5 |<l+5++
i=1 p; p; P; 2 N

inégalité obtenue en développant W. Donc W < {(s). Si on fait tendre m vers+oo pour n fixé,
puis n vers +oco, on obtient A < {(s).
Finalement, A = {(s). O

1.3 Etudeens=1

n 1

Montrons que a, = a,(1) = ]_[ (1 - —) tend vers 0 quand » tend vers+oo.
i=1 pi

On reprend la méme idée que dans la section précédente :

1 n 1 1 1 1 1
— >[I+ =+ ++=|>1+++—.
an =1 pi p; p; 2 n

1
Donc — tend vers +oo et a; tend vers 0 quand 7n tend vers +oo.
an

n 1
Conséquence. Pour k fixé, [ | (1 - p_) tend vers 0 quand 7 tend vers+oo.
i=k i

1.4 Procédé de sommation d’Abel

Soit (a,) une suite réelle et f une fonction de classe C! sur [1,+ool.
Pour x > 0, on pose S(x) = Z a; (S est donc en escalier).
nsx

X
Alors, pour tout x > 0, Z anf(n) =S(x)f(x)—f S(w f'(w) du.
1

nsx

Démonstration. . . .
Y an(f)-fm) =) anf f’(u)du:f > anf’(u)du:fl S(w) f'(u) du.
D\’oﬂ le résultat. ) ) O

Si, de plus, S(x) f(x) tend vers 0 quand x tend vers +oo, et si la série Z a, f(n) oulinté-

+00 +00 +00
grale[ S(uw) f'(w) du converge, ona )_ a,f(n) = —f S(w) f'(w) du.
1 1

n=1
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II Probabilités sur N*

Toute probabilité PP définie sur N* muni de la tribu A = P(N*) est entierement détermi-
née par les probabilités des événements élémentaires. Ainsi, si on pose, pour un entier n,
P({n}) = uy, pour toute partie A de N*, onaP(A) = Z up par o-additivité.

neA

On voudrait pouvoir dire que, si on prend un entier au hasard, il y a une chance sur deux
pour qu’il soit pair, une chance sur 3 pour qu’il soit multiple de 3, etc. On aimerait donc
pouvoir trouver une probabilité P sur (N*,P(N*)) telle que, pour tout k € N*, P(kN*) = %
Nous allons montrer que c’est impossible.

Démonstration. (D’apres [I]) Supposons qu'une telle probabilité P existe.
» Soient qy,..., g, des nombres premiers distincts. Les évéenements g;N* vérifient

N aN"=| [T a:|N"
1<is<n 1<i<n
1
doncIP( n qiN*)=—= [T Pw@N.
1<i<n [h<i<ngi  1<izn

Ceci montre que, pour toute famille finie F de nombres premiers, les événements pN*,
avec p € F, sont indépendants. Donc leurs complémentaires le sont aussi.

» Il enrésulte que, pour n nombres premiers distincts ¢, ..., g,, on peut écrire

* * 1
P( N @N )°)= [1 P(@ND)= I (1——).
I<isn 1<i<n 1<i<n qi
Et si on repasse aux complémentaires,

[F’( U aiN*

1<isn

S (=)

1<isn qi

» SoitE= N ( U pil\l*), ol (p;) estla suite croissante des nombres premiers.
k=1\i=k
Pour k fixé, les évenements E , = U p;N* forment une suite croissante avec n.
k<isn

Or, quand n — +oo, IP’( U pil\l*) =1-T[lk<i<n (1 - %) tend vers 1 d’apres la section

k<i<n
1.3 Donc P (.U p,-N*) =1 pour tout k € N*.
Comme ll;{acpparait comme l'intersection décroissante des événements U p;N* pour k
parcourant N*, qui sont tous de probabilité 1, P(E) = 1. -
» Quels entiers appartiennent a E? Soit x un entier au moins égal a 1. A partir d’un certain
rang k, x n’est divisible par aucun p;, avec i = k. Donc x ne peut appartenira U p;N*. Donc

1=

X ne peut appartenir a E. Donc E est vide, et P(E) = 0. Contradiction. O

On cherche malgré tout a construire des applications d'une partie de P(N*) dans [0, 1]
qui sont « presque » des probabilités et correspondent a notre intuition arithmétique. On va
définir ainsi des densités sur N* vérifiant la propriété d’additivité sur un nombre fini d’éve-
nements, mais pas la o-additivité. Voir [2].
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III Densité naturelle

II1.1 Définition

Pour une partie A de N* et un entier naturel n =1, on pose A(n) ={x € A, x < n}.
On pose D1 (A) = lirP %:(")) si cette limite existe.
n—+oo

On note E(D;) le sous-ensemble de P(N*) des parties pour lesquelles cette limite existe.

III.2 Premieres propriétés

Lapplication D, vérifie les propriétés suivantes, venant du fait que A(n) = AnK,, ou
K,=1{1,2,...,n}.
(a) D;(N*) =1.
(b) SiA appartienta E(D;), alors N* ~ A appartient a E(D;) et D;(N* ~A) =1-D; (A).
(c) SiAetBappartiennentaE(D;) etsontdisjoints, AUB appartienta E(D;) et, de1'égalité
(AuB)(n) =A(n) UB(n), on déduit D; (AuB) =D; (A) + D; (B).

Plus généralement, si les parties A, B, AUB et AnB appartiennent a E(D;), alors,
puisque (ANB)(n) =A(n)NnB(n), D1 (AUB) =D;(A)+D;(B) —D;(ANB).

III.3 Pas une probabilité, mais...

Lapplication D; vérifie donc presque toutes les propriétés d'une mesure de probabi-
lité... al’exception de la o-additivité. En effet, pour toute partie A finie, D (A) = 0.

On dit que D; est une densité sur N*, la densité naturelle ou densité asymptotique.

Elle vérifie deux autres propriétés.

(d) (Invariance par translation) Si A appartienta E(D;), 1+A aussi et D;(1+A) =D;(A).

(e) (Propriété d’homothétie) Si A appartient a E(D;), kA appartient aussi a E(D;) pour
tout k dans N* et D; (kA) = 1 D1 (A).

Démonstration. »  Propriété (d) Soit A’ =1+A.

Pour 7 fixé, %card(A’(n)) = %card(A(n)) ou % (card(A(n)) — 1), donc si D; (A) existe, D1 (1+A)
existe aussi et lui est égal.

» Propriété (e) Soit A’ = kA.

Alors xe A'(n) <= x=ky, avecye Aety< 7.

!
cardrzl\ (n) . donc

Donc cardA'(n) = cardA(q) avec g = | ] Donc &rf@

% quand g tend vers +oo. Dongc, si D; (A) existe, D; (kA) aussi et Dy (kA) = %. O

a méme limite que

que

III.4 Exemple d’'une partie sans densité naturelle

Soit Ag la réunion des intervalles d’entiers [227, 22" 1] pour n € N.

Soit N = 221 Alors cardAg(N) = 1+4 +--- +2%" = %1_1 et w tend vers 2 quand
n tend vers +oo.

Etsi on prend N’ = 222 — 1 alors Ag(N) = Ag(N), donc Cardﬁ? ™) _ Cardlf?,o N tend vers %
quand 7 tend vers +oo.

Donc Ay n’appartient pas a E(Dy).
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IV Ladensité zéta

IV.1 Définition

Pour une partie A de N*, on pose Dy (A) = hm C( B Z < quand cette limite existe.

On note E(D-) le sous-ensemble de P(N*) des partles pour lesquelles cette limite existe.

IV.2 Propriétés élémentaires
Les propriétés du[lIl.2]sont évidemment vérifiées, celles du[[IL.3|également.

Démonstration. »  Propriété (d) : invariance par translation

1
Posons, pour s > 1, §)= 4 — ; alors s) =
p A =gy ZAn fieal®) = gy ZA (n+ e

1 1 1 1
Alors0 < Z — = < Z — = =1. Comme = tend vers 0 quand s tend
=\ns (n+DS) S \nt (n+1)S W

vers 17, fa(s)— fi+a(s) tend vers 0 quand s tend vers 1*. Donc, si Dy (A) existe, alors Dy (1+A)
existe aussi, et D2 (A) =Dy (1 +A).
» Propriété (e) : propriété d’homothétie
1 1 1
Pours>1, Z — = donc, si D2 (A) existe, Dy (kA) aussi et D2 (kA) = 1D,(A). O

s s
nekA I k neA

IV.3 Lien avec la densité naturelle
Montrons que E(D;) € E(D2) et que, pour F € E(D;), D2(F) =Dy (F).

Démonstration. Soit F une partie de N* admettant une densité naturelle. Soit (e,,) la suite
caractéristique associéeaF:e, =1sine€Fete, =0sin¢F.

S(x)

1
On suppose que — Z e, = — aune limite A quand N tend vers +oo.
n<x X

Soit, pour s > 1, g(s) = Z e_,z' Montrons que (s —1)g(s) tend vers A quand s tend vers 1*.
neN*
On applique la formule de sommation d’Abel démontrée a la section [L.4]|avec a, = e,
S
et f(u) = % Comme par hypothése 5t tend vers A quand x tend vers +oo, S(x) f (x) tend
X

+OO (

vers 0 quand x tend vers +oo, donc g(s) = s intégrale converge.
Soit € > 0. Il existe c tel que Yuzc,A-gu< S(u) A+9€)u.

W <M= fS(u)du

Pour s compris entre 1 et 2, f
1
( )

ustl

oo +00
D’autre part, (A —€)J(s) < f du< (A+¢€)J(s), ouJ(s) = f is du = ;_ qui
c c u (s=1ecs!

1
est équivalent a o1 quand s tend vers 17. Donc, sur ]1,2],
S —

(s—DsA-8J(s)<s(s—Dgs) < (s—DsM+ A +)J(s).
Comme (s —1)sJ(s) tend vers 1 quand s tend vers 17, il existe a > 0 tel que
Vsell,1+a[,A-2e<(s—1)g(s) <A +2¢,

et le résultat est montré.
Donc F € E(D»), et D (F) = D; (F). O
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IV.4 Une partie sans densité naturelle mais avec une densité zéta

Montrons que la partie Ay définie dans dans la section|lI1.4|appartient a E(D,).

. . 1 .
Par comparaison avec les intégrales de x — — sur chaque segment [n,n+1],si a < b,
X

b-1 1
alors al=S— b~ 5<(s—1)z —<(a DI -1t

1 . .
Posons h=s—-1;(s—1) Z — est donc encadrée par les deux expressions suivantes :
neAy

1 1
f(W)=h+ Z (4nh 2(2n—+l)h) etg(h)=h+ Z ((4n 1 - (22n+1_1)h)'

o 1 too 1 1 )
Réduisons f(h) : f(h) = h+ (1— 2_h) ng’lm =h+ m, donc f(h) tend vers 3

quand h tend vers 0.
Montrons d’autre part que f(h) — g(h) tend vers 0 quand & tend vers 0.
La démonstration repose sur le lemme suivant.

Lemme. Soit (a,) une suite d’entiers strictement supérieurs a 1 telle que la série Z

a,—1
+00 1 1
converge. Alors u(h) = Z (—h - —h) tend vers 0 quand h tend vers 0™ .
n=1 ((ln - 1) ay
Démonstration.
1 1 j‘“" dx h
———=h <
(an—-D"  a" an-1 XM (@, — 11
donc
1
uhysh) —.
’;1 (a an — 1)h+l
1
Comme Z 1 converge, u(h) tend vers 0 quand & tend vers 0. O
a, —

Comme g(h) — f(h) est la différence de deux expressions de ce type, g(h) — f(h) tend
vers 0 quand & tend vers 0.

1
Donc (s—1) Z — tend vers % quand s tend vers 17, donc Ay € E(D) et Dy (Ag) = %

neAy

V Ladensité logarithmique

V.1 Définition

Pour ne N*, onnote H,, = 1+%+m+ % On rappelle que H,, ~Inn en +oo.

1
Pour une partie A de N*, soit S, (A) = Z —.

kean) K
S, (A
On pose D3(A) = nEer I':I( )

quand cette limite existe.

On note alors E(D3) le sous-ensemble de P (N*) des parties pour lesquelles D3 (A) existe.
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V.2 Propriétés élémentaires

Il est clair que D3 vérifie encore les propriétés du|lll.2| Elle vérifie aussi celles du|lII.3

Démonstration. » Propriété (d) : invariance par translation  Soit A tel que D3(A) existe.

1 1 1 1
SoitA’=1+A.Pour nfixé, ) —= —ou ) —- (sineA(n).
keam K jam I+l jAm J+1 n+l
1 1 1 1 S,(A) S, (A
Comme ) —-— ) —= ) — <) — <1, n@) _Snl )tendvers
jeA(n) ] JjeA(n) ] + 1 JEA(n) J(] +1) jsn ](] +1) Hn Hn

0 quand 7 tend vers +oo. Dong, si D3 (A) existe, D3(A) existe et D3 (A") = D3(A).

» Propriété (e) : propriété d’homothétie Soit k entier naturel non nul.

1 1 1 1
SoitS,(kA) = ) il Y == 2812 @)
kjet K jea([g)) )
Sin((A)
SiD3(A) existe, T tend vers D3(A) quand n tend vers +oo.
L%]
Sn(kA
Or H|»| est équivalent a In([ £]), donc a ln( k) donc a Inn, donc a H,. Donc Sn(kA)
n
D D3(A

tend vers 3(A) quand rn tend vers +oo et D3(kA) = 3(A) . O
V.3 Comparaison des densités zéta et logarithmique

On peut démontrer que la densité zéta et la densité logarithmique coincident.
Théoreme.

E(D2)=EDs3) er VFeE(D2), Da(F)=D3(F).

Démeonstration. » Soit F une partie de N* admettant une densité logarithmique.

Soit (e,,) la suite caractéristique associée aF: e, =1sineFete,=0sin¢F.

€n
n<x . S(X)
On suppose donc que = —— aune limite A quand x tend vers +oo.
. Inx Inx
Soit g(s) = Z n—'z pour s > 1. Montrons que (s—1)g(s) tend vers A quand s tend vers 1*.

neN*
On applique la formule de sommation d’Abel démontrée en sectionavec an = %" et

S
fw = ﬁ Comme par hypothese # tend vers A quand x tend +oo, S(x) f(x) tend vers
nx
0 quand x tend vers +oo. Donc

B +00 S(u)
g(s)=(s l)f1 " d

(car I'intégrale converge).
Soit € > 0.
Il existe c telque Vu=c, (A—¢€)lnu<S(u)<(A+¢€)Inu.Pour s compris entre 1 et 2,

+00 ()

f(—l) dusM= fS(u)du et ()\—e)](s)sf (s—l)—du<()\+e)](s),

c
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Inu g, - Ine, intégrati ties. D 11,2]
u=—+——— par integration par partes. vonc, sur |1, 2|,
us o1 (s Des1 P 8 parp

(s=DA=-8J() <(s—1g(s) < (s— DM+ A+8)](s).

+00
otlJ(S)=(S—1)f
c

Comme (s —1)J(s) tend vers 1 quand s tend vers 1%, il existe a > 0 tel que
Vsell,1+al, A-2e<(s—1)g(s) <A+2¢,

et le résultat est montré.

» Réciproquement, si D, (F) existe, alors D3(F) existe et Dy (F) = D3(F). Ce résultat, que
nous admettons, se démontre grace aux propriétés de la transformation de Laplace. Voir [3],
p. 38-39. O

VI Quelques résultats

Les densités D; sur N* données en exemple vérifient les propriétés a, b, c, d, e de la
section[ITll

On remarque que toute partie finie de N* a une densité nulle.

On peut reprendre la définition d’événements indépendants : deux parties A et B de N*
sont dites indépendantes si D; (AnB) = D; (A)D; (B). Ici, en particulier, si p et g sont premiers
entre eux, pN* et gN* sont indépendants, de méme que leurs complémentaires. On étend
de méme la définition de I'indépendance d'un nombre fini d’événements et le lien avec
I'indépendance des complémentaires.

VI.1 Densité de 'ensemble des multiples d'un entier

Lensemble des multiples d'un entier k = 1 donné a pour densité %
Plus généralement, I'ensemble des nombres congrus a un entier donné j modulo k a
pour densité ¢, a cause de I'invariance par translation.

VI.2 Densité d'un ensemble périodique

Si T est un entier strictement positif, une partie A de N* est dite T-périodique si, pour
toutxeN*, xeA<—x+TeA.

Soit A une partie T-périodique et m = card (An{1,...,T}). Alors A a pour densité %

En effet, A est la réunion finie disjointe d’ensembles de la forme E, = {r +nT, neN* },
ou r parcourt An{l,..., T}.

VI.3 Densité de 'ensemble des entiers premiers avec un entier donné

Lensemble des entiers naturels qui sont premiers avec un entier naturel n donné est
n-périodique, donc a pour densité %"), ol ¢ est 'indicateur d’Euler.
VI.4 Densité de 'ensemble des carrés parfaits

Soit C '’ensemble des entiers carrés d'un autre entier. Alors C est de densité nulle.
En effet, cardC(n) = | y/n]. Donc &ncm) est équivalent quand 7 tend vers +oo a \/Lﬁ qui
tend vers 0 en +oo.
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VI.5 Densité de 'ensemble des différences de deux carrés

Soit A = {ze N*| 3(x,y) eN?, z=x? — y?}. Lensemble A contient tous les nombres im-
pairs, puisque 2k+1 = (k+ 1)2 - k2, et tous les multiples de 4,puisque 4k = (k+ 12— (k-1)2.

D’autre part, pour tout entier x, x> = 0 ou 1 mod 4. Donc A ne peut contenir aucun
élément z =2 mod 4.

Donc I'ensemble des différences de deux carrés a pour densité naturelle %.

VI.6 Densité de 'ensemble des nombres premiers

En utilisant le grand théoreme des nombres premiers, on peut montrer que D; (P) = 0.
En effet, n(n) = card(P(n)) est équivalent a # en +oo, donc % tend vers 0 quand n tend
vers +oo.

On peut aussi donner une démonstration élémentaire de ce résultat.

Démonstration. On ordonne P : p; =2 < pp <--- < p, < ---. Les ensembles p;N* sont
indépendants, de méme que leurs complémentaires.
Pour k, soit A = (piN*)c, partie qui contient tous les nombres premiers p;, avec

I<isk
j>k.AlorsPcAruipi,p2,..., pi}-

Pour n quelconque, X2 < KreardAe® - (yyand n tend vers +oo,

n
D1(Ap)
Or on peut utiliser les mémes idées que dans la section [lIf sur un nombre fini d’événe-
ments indépendants :

—kﬂariAk ™ tend vers

Di1(Ap) =D

N (piN7)°

1<isk

= [1 Di((piN*)) = T] (1‘i)-

1<isk 1sis<k bi

Donc Dy (A) tend vers 0 quand k tend +oo d’apres la section|[.3

Soit € > 0, on peut trouver k tel que D;(A) < €. Pour cette valeur de k, il existe donc ng
tel que Yn > ny, % < 2e.

Donc D (P) =0. O

VI.7 Applications de la densité zéta

Lutilisation de la densité zéta permet parfois d’obtenir facilement des résultats intéres-
sants. En voici deux exemples.

a. Densité de 'ensemble des entiers sans carré parfait dans leur décomposition

Soit A I'’ensemble des entiers non divisibles par un carré de nombre premier.

On rappelle la définition de la fonction de Mébius p définie sur N*. Si n est un produit
de r facteurs premiers distincts, p(n) = (—=1)"; sinon, p(n) = 0.

Donc A est’ensemble des entiers 7 tels que \p(n)| =1.

+oo
Or,pours>1,d’aprés%: [T (1+%): ZM: Y 1

s s’
peP n=1 1 neA 1t

D D(A)_L_E
onc D, = @ =2
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On peut aussi prouver que A a pour densité naturelle H—GZ, mais la démonstration est plus
compliquée.

Remarque. Pour un entier N quelconque, le nombre d’éléments de A compris entre N
et N+ 1 000 divisé par 1 000 donne une trés bonne approximation de T[—Gz

b. Densité de ’ensemble des sommes de deux carrés

SoitK = {z € N*| 3(x, ) e N?, z = x* + y*}. Nous allons chercher la densité zéta de K.
On cherche la limite quand s tend vers 1* de fi(s) = — i
C(S) nek ns

Or on sait qu'un entier z est somme de deux carrés d’entiers si et seulement si, dans la
décomposition de z en facteurs premiers, les nombres premiers p = 3 mod 4 figurent avec
une puissance paire.

Soient P 'ensemble des nombres premiers, P’ 'ensemble des nombres premiers p = 3
mod 4 et P son complémentaire dans P.

o] 1

On peut écrire © };[P (1 ps) pour s > 1.

Et par un calcul analogue a celui de la section[[.2} a cause de la propriété des sommes de
deux carrés,

Z — =

) )

pep”

Dol fi () = ————.
1+

I (1+ )

Soit u(s) = —In fx(s). Alors

u(s) = Zln(1+is)> ¥ (i_quS) y Lows

R
qeP’ q qeP’ q qu’

Le théoreme de Dirichlet permet d’affirmer que, si a et b sont des entiers premiers entre
eux, il existe une infinité de nombres premiers de la forme ak + b, et donc ici que P’ est

1
infini. Mais on peut étre plus précis : la série Z E est divergente. Voir [4] p. 242.
qgepP’

1
Montrons alors que, quand s tend vers 14, v(s) = Z — tend vers +oo.
qgep’

1
Pour A > 0 quelconque, on peut trouver n tel que ) E > 2A. 1l existe alors o > 0 tel
qeP/,g<n

1
que, sur I'intervalle]1,1+af, ) — >A, doncaussi v(s) > A.
qu’,q<n q
Comme {(2s) tend vers X quand s tend vers 1, u(s) tend aussi vers +oo, et fi(s) tend
vers 0.

Finalement, I'’ensemble des sommes de deux carrés a donc une densité zéta nulle.

Remarquons au passage que certaines intuitions peuvent étre trompeuses. La somme
(au sens de I'addition des entiers) d’ensembles de densité nulle n'est pas nécessairement
de densité nulle.
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On sait en effet que tout entier peut s’écrire comme somme d’au plus quatre carrés d’en-
tiers alors que 'ensemble des sommes de deux carrés est de densité nulle.

VI.8 Une propriété classique de la fonction zéta

Pour Re(s) > 1 et Re(?) > 1, en regroupant les couples (1, m) de méme pged d,

too 1
()6 = -
¢ (mn)ze‘EN )zn mt z:: ds+t u/grlusvt
ce qui s’écrit {(s) = s +1) > !

C(t) unv=1 uvt ‘

D
En fixant s et en faisant tendre ¢ vers 17, on obtient {(s) = {(s + 1) Z w, ol
ueN*
Q(u) est'ensemble des nombres premiers avec u. Or D2 (Q(u)) = D1 (Q(u)) =

I'indicateur d’Euler. Donc

),oucpest

U =Ls+1) Y “g(”f

ueN*

VII Densités sur (\N*)?

VII.1 Définition
On peut définir des densités sur (N*)? a partir des exemples de densités sur N*.

On peut ainsi définir a partir de D; une densité naturelle A; pour une partie A de (N*)? :

. 1 /
A (A) = N,D}}T+w NN card{(x,y) e Al x<N,y <N’}

si cette limite existe. On peut de méme définir une densité z&ta A, en posant

1
lim —
(s,0—1L1 L)L) (1 men BEM

Ax(A) =
si la limite existe.

VII.2 Propriétésde A; et A,

» Ilestclair que A et A, vérifient pour N*? les propriétés a, b, c énoncées en|[I1.2|pour la
densité naturelle dans N*.
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» Invariance par translation pour Ay

Soit A une partie de (N*)? et A(N,N’) = {(x,y) e Al x<Net y <N'}. Soit A’ = (1,0) +A.
Si A(N,N’) ne contient aucun couple (N, k), alors card A’ (N,N’) = card A (N, N').
Si A(N,N’) contient des couples (N, k), il en contient au plus N'.

Donc, dans tous les cas, cardA(N,N’) - N’ < cardA’ (N,N’) < cardA(N,N’), et donc

cardA(N,N')  cardA’(N,N) 1
NN NN < y tend vers 0 quand N tend vers +oo.

Si A1 (A) existe, alors A; (A') existe aussi et A1 (A) = A; (A').
On démontre un résultat d’invariance analogue avec A’ = A+ (0, 1), et plus généralement
avec A' = A+ (a,b).

» [Invariance par translation pour Ay
Soit A une partie de (N*)2 et A’ = (1,0) + A. Posons, pours>lett>1,
1 1 1
Fs,0= ) —— et Gs0= ) —=

r re
(n,mea °M (mmea M g imea (M+1)3m

On a alors

0<F(s,0-Gs,0< Y (l_ 1 ) _ (),

n>0,m>0 n? (n+1)*

Donc F(SC?S);&’[()S” tend vers 0 quand s tend vers 17.

Si A2 (A) existe, A (A) existe aussi et Az(A) = Az (A').
On démontre un résultat analogue avec A+ (0, 1) puis A+ (a, b).

» Propriété d’homothétie pour Ay
Soit k un entier donné, avec k> 0.
Si une partie A de (N* )2 a une densité A1 (A), alors A (kA) existe et est égal a =~

En effet, (kA) (n,n') = A([%J , VT’J) Donc %, qui est équivalent en +oo
121 %]

A1 (A)

cardA([ 2], o
el
pour limite

I
card(kA)’(n, n') a

, a pour limite A;(A) quand # et n' tendent vers +oo. Donc o

A1(A) .

» Propriété d’homothetie pour Ay
Si une partie A de (N*)? a une densité A, (A), alors A (kA) existe et est égal a 222
Posons, pours>1lett>1,

Az (A)

1 1 1
Fs,0= Y —— et Gs= Y ——= ) —.
(nmea nSm! (nmeka WM imea KIS m!
Alors c?s()s((t;) = ksf,és(’st))u 5 tend vers AZ W) quand s et ¢ tendent vers 1*.

VII.3 Lien avec D; et D,

Soit une partie A de (N*)?, delaforme A =U x V, o1 U et V sont des parties de N
» SiU etV ontune densité D, alors A a une densité Aj, et A;(A) = D1 (U)D; (V). Ceci vient
du fait que, pour tous entiers n et ’, cardA (n, n') = cardU (n) card V(n').

» SiU etV ont une densité D,, alors A a une densité A,, et A»(A) = D, (U)D, (V). En effet,
1

Sl s £
(n,m)eA n°m neu M mev M
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VII.4 Lienentre A;etA,
Soit une partie F de N*2. Si A1 (F) existe, A, (F) existe aussi et A; (F) = Ay (F).

Démonstration. Soit la suite double (e,;;) caractéristique de F : e;,,, =1 si(n,m) € Fet

enm=0 si(n,m)¢F.

On suppose que ﬁ > enm aune limite A quand N et N’ tendent vers +oo.

(n,m)e[1,N]x[1,N']

Soit G(s, 1) = )
n>0,m>0
quand s et ¢ tendent vers 1*. On applique deux fois le procédé de sommation d’Abel.

Pour tout n € N*, on note S, (1) = Z enm qui est au plus égal a . On peut donc écrire
ms<u

[nms. On souhaite démontrer que (s —1)(¢ — 1)G(s, t) tend vers A
n‘m

e *©Sp(u) .y
Z "’:‘ =5 f ns+1 du, quantité que I'on note b,,. Remarquons que, comme S, (u) < u
m>0 M 1 u

< S
by < 5.

Soit T(v) = Z by; alors T(v) < v%. Dong, pour £ > 1, % tend vers 0 en +oo.
n<sv

+00 T(p) +00 +00 g () dv
G(s,0) = Z i f pi+l dv= ts£ 1;1;([1 S+l du) ptHL”

n>0 1
dudv
m ustlpt+l’

D’apres le théoréme de Fubini, G(s, ) = tsff en,

(1,+0c0[? n<v;ms<u

Soite > 0. Il existe ctelque Vu=c,Vv=c, (A—-g)uvs Z enmsA+e)uv
nsvymsu
On peut écrire I'intégrale double définissant G(s, ) comme somme de quatre intégrales :

Gs.0) =t ff dudv vt ff Z dudv
S1)=1S en,m N enm o7 a7
1,c]? n<v ms<u s+1 1 [1,clx[c,+o0l n<v;m<u ustlpt+l

/. s

= =)z
dudv dudv
of| T el e
[c,+o0[x[1,c]l n<v;ms<u ustlpt+l [c,+00l? n<v;m<u ustlyttl
=J3 =Ja

Lintégrale J; est bornée quand s et t sont compris entre 1 et 2 car u**! /™1 > 1.
Montrons que J, = O (737) quand s et 7 tendent vers 1"

Dans Jz, ¥ n<p:m<u €n,m < cv. DoncJp < ctsf Py f —. La premiére intégrale est

bornée, la deuxiéme vaut d’ot le résultat.

W’
De méme, J3 =0 (sTll) quand s et ¢ tendent vers 1*.
Donc]; +J,+]J3= 0(
Enfin,

1
(=D(s-1 J°

A=¢e)L(s,n) <Js < (A+€)L(s, D),

LG, 0) = ¢ f*oof“” dudv st
oul(s,t)=ts =
¢ c usvt  (s—=1)(t—1)cstt-2
set t tendent vers 17, donc il existe a > 0 tel que

.Or (s—1)(t—1L(s, t) tend vers 1 quand

Vs, el 1+al?, A—2e<(s—1)(#-1DG(s, 1) <A+2¢

et le résultat est démontré. O
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VIL.5 «Probabilité» que deux entiers choisis au hasard soient premiers
entre eux

Le résultat bien connu suivant est dt a Cesaro : La « probabilité » pour que deux entiers
choisis au hasard soient premiers entre eux est égale a %.

Il ne s’agit pas d'une probabilité au sens propre du terme, mais d’'une densité.

A={n,m)e(N*)*/nym=1}

Pour la démonstration avec la densité naturelle, voir [5] p. 142-145.

En utilisant la densité zéta, on a une démonstration immédiate.

1
<

Démonstration. On reprend le calcul et le résultat du[VI.8: {(s){(r) ={(s+ ?) Z —

unv=1

1 1
RO u/glzl uspt tend donc vers @ ==

Donc Az (A) = n%. Linconvénient de ce raisonnement, c’est qu’il ne prouve pas que A; (A)
existe. O

Quand s et ¢ tendent vers 1*
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