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PROPOSITION 1.9
Soit T :=FU{occ} le complété inversif de l'un des demi-plans fermés déterminé
par la droite D(f1;fy) . Alors cbp, : F — Im(cbp) , la restriction de cbp & F ,

est un homéomorphisme de F sur Uensemble des triplets de PR? du type

(11 @2 1 3) (voir page 69)

e )
— O =
O =

ot les composantes non nulles du triplet (1 : w2 : @3) ont toutes le méme signe.

e Au vu de la proposition (1.5) , il est clair que la restriction de cbp, & F estun

homéomorphisme, car elle peut se factoriser comme suit :

F — Im(cbp) — Im(cbp)\{(1:1:0)}

x — (|xfi], [xfa]) ——  (|xfi] @ |xfo] : [fifa])

cbp, est donc bijective.
e Puisque F est compact, il suffit d’examiner la continuité de cbp, en oo . Soit

donc (Xp)neny une suite de points de F tendant vers oo . Les inégalités

PR oL 53 | P i1
lxnfll !an1| |anl‘
pi‘oviennent des inégalités triangulaires dans le triangle fifyx, . Par ailleurs, on a

. |an2| ) ’f1f2|
" |xafi]  [xafi

cbp, (xn) = (Ixnfi] : [xnfa] : [fafa]) = (1 )

Comme ’ensemble des points x tels que [|xfj| < p est un compact de F (un
demi-disque fermé de centre f; et derayon p ), on a lim, o |Xafi] = c0 . Donc
limy, o0 cbp, (%,) = (1:1:0)

e  Pour déterminer I'image de cbp, , nous introduisons ’application
trg : E3 — PR?
(a,b,c) — (|be|: |cal : |abl)
Il est évident que Im(cbp,) C Im(trg) ; nous allons prouver I'inclusion réciproque.
Si a#b , il existe une similitude & de E qui envoie a en fo, b en f; et

telle que Gc soit un point de F (prop. 2.3.9) . Puisque & conserve les rapports
de longueur (déf. 2.1.7) , on a

trg(a,b,c) = trg(Ga, &b, &c) = (|Gcfy| : |Gcfy : [fifz]) = cbp, (Sc)
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Si a=b ,alors a=b%#c puisque (a,b,c)€ E3 . Dans ce cas,
trg(a,b,c) = (1:1:0) = cbp,(c0)

L’on voit donc que  Im(cbp,) = Im(trg)
e Troisréels a;, o, a3 mesurent les distances mutuelles de trois points ss’ils

vérifient les inégalités triangulaires, c’est-a-dire si les produits scalaires
(a1, a2, 03)[(-1,1,1)) , ((an,09,03)|(1,=1,1)) , ((a1, 02, 05)[(1,1,-1))
sont tous non négatifs et pas tous nuls. Comme les bases
(1(-1,1,1),4(1,-1,1)),4(1,1,-1)) et ((0,1,1),(1,0,1),(1,1,0))
de R® sont duales, il faut et suffit pour cela que
(o, g, a3) = 01(0,1,1) + 2(1,0,1) + 3(1,1,0)

ottles ¢; sont tous non négatifs et pas tous nuls. En passant aux triolets, la conclusion

s’ensuit. I’

1.6 Coordonnées anharmoniques

Nous allons englober les coordonnées bipolaires homogeénes dans un type de coor-
données plus général, possédant vis-a-vis des transformations anharmoniques
(déf. 2.1.11) une propriété d’invariance analogue & celles énoncées dans les propositions
(1.6) et (1.8) . Soit (fy,fs) unrepere bipolaire et x un point de E\{fi;f;00} . En
utilisant le lemme (2.1.8) et la définition (2.2.6) , le triplet des coordonnées bipolaires

homogenes de x relativement au repere (fi,f;) peut se récrire
(IXfli k |Xf2l . \flfgl) = (1 . |$OO,f2f1‘ 5 |$f2,00f1|) =
(|woo; fifa| : 11 |zfy; 00fs|) = (|afy; froo| = |zfy; fao0] 1 1)

Soit A :x —— x une transformation anharmonique et posons f; := oo

Puisque 2 conserve les rapports anharmoniques, ce méme triplet est encore égal a

(IXE B« G165 - Bl fa]) = (1 W'fa; fafh |« [X'Es f31]) =
(%'t ff] < 1o Xy fafs]) = (I'f; ffa « [XTs fafgl = 1)





















Chapitre 2
Théorie succincte de I’inversion

Dans ce chapitre, nous étudions les groupes de transformations intervenant dans nos
classifications. Ce sont tous des sous-groupes du groupe anharmonique et nous les
construisons dans un cadre tres général. Nous nous appuyons sur un ensemble d’hypo-
théses aussi restreint que possible que nous introduirons au fur et a mesure des besoins.
Elles sont rassemblées a la page 61 .

Nous travaillons dans un espace affine E dont le groupe des translations, noté
TIt , est un espace vectoriel T sur un corps commutatif K de caractéristique dif-
férente de 2. Les exemples suivants sont typiques et servent d’exemple pour les

paragraphes (2.1) a (2.3):

— le plan affine réel ( K =R ; dimT = 2),

— le plan affine rationnel ( K =Q ; dimT = 2),

—  Despace affine rationnel ( K =Q ; dimT = 3),

— le plan affine sur le corps fini Zs ( K =Z3; dimT = 2),

— D’espace affine associé a I’espace vectoriel des suites de nombres réels nulles presque
partout ( K =R ; dimT = CardN).

I1 ne sera donc question ni d’ordre, ni de valeur absolue, ni de racine carrée, ni de
dimension finie, ni de continuité.

La référence pour les espaces affines, la géométrie orthogonale et les isométries est
[ARTIN], celle pour le plan complété considéré comme droite projective complexe est

[SCHWERDTFEGER].






2.1 Invariants, groupes et spheres

/|

La lettre N et son orbite par un groupe diédrique
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Les sous-paragraphes 2.1.1 & 2.1.3 sont tous articulés de la méme maniere: nous
introduisons une application f : Ef — K , dite application scalaire, et con-
sidérons le sous-groupe &; des permutations P de E telles que foP = f ,ou
B opere diagonalement sur EZ . Soit a; , i € {1;...;n} n points de E . L’image

par P de lensemble des points x de E tels que

f(a'la e A1, X Qi1 - ,a‘n) = f(ala ceey Q41,84, ipl, .- >a’n)

est encore un sous-ensemble du méme type. La famille de ces sous-ensembles est donc

stable sous I’action de &/ . Ces sous-ensembles sont les objets géométriques les plus

importants attachés & f , nous les appelons f-sphéres.

& Si, par exemple, E est le plan euclidien réel et si f associe & tout couple de points (a,b)
leur distance euclidienne |ab| , alors le groupe de transformations associé est le groupe des

isométries planes et les f-sphéres associées au couple (a,b) sont les cercles de rayon |ab| et

de centres respectifs a et b . O

2.1.1 Eloignement, isométries et spheres ordinaires

Eloignement de deux points

Notre premiére hypothése postule l'existence d’un produit scalaire, c’est-a-dire une

forme bilinéaire symétrique non dégénérée définie sur T' x T :

produit scalaire: T xT — K
(x,y) — &ly)

11 vérifie les relations

) (xly) =k ,

2)  (&1x1 + &axaly) = Li(xaly) + La(x2ly)

3) Si (ajx)=0 quelquesoit x€T ,alors a=0 et réciproquement.
De plus, nous supposons qu’il n’y a pas de vecteurs isotropes:

4) (ala)=0<+=a=0

DEFINITION 2.1.1 (NORME)
Nous appelons norme du vecteur a et notons [a] le scalaire (ala) . Nous appelons

vecteur unitaire un vecteur u tel que [u] =1.
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La norme est donc la forme quadratique associée au produit scalaire. Les espaces
vectoriels de nos exemples ont tous une base naturelle (e;);c; . Nous définissons sur
chacun d’eux le produit scalaire usuel

( > &iei 1%:1 1:€; ) = Zémi et la norme associée [Z f,-e,} = fo

i€l iel el i€l

Dans le cas des espaces affines réels, notre norme est le carré de la norme usuelle:

x] = lIx|I* .

DEFINITION 2.1.2 (ELOIGNEMENT)

Soit  (a,b) € E* . Nous notons [ab] et appelons éloignement des points a et b

la norme du vecteur ab .

Soit a, b, c trois points alignés et soit A€ K telque ac=MXab . Ona
[ac] = A\?[ab] , l'ensemble des éloignements non nuls est donc constitué de classes de

K* modulo ses carrés.

<&  Considérons les points o = (0,0,0) , a=(1,1,1) , b =(0,1,2) de l'espace affine

rationnel de dimension 3. Ona [oa]=3 et [ob]=5 . Mais il n’existe pas dans Q3

de points dont I’éloignement est 3 x 5 =15 . En effet, si

a2 | (BN (72
— = -] =15
( 6 ) * ( 6 ) = (6) ’
a, B, v, 6 étant supposés premiers entre eux, alors
®+p42+9*+62=0 (mod 8)

Un carré est congru a 0, 1 ou 4 modulo 8; la derniére équation implique donc que «

)

B, v et 6 sont tous pairs. Ce n’est pas possible puisque les fractions de ’équation précédente
sont réduites. En général, I’ensemble des éloignements non nuls n’est donc pas stable par mul-
tiplication. &

Si la caractéristique de K n’est pas 2, et c’est ce que nous supposons pour la

suite, I’éloignement détermine le produit scalaire.

PropoSITION 2.1.1

Quel que soit (a,b,c,d) €E* | ona
(ablac) = %([ab] +[ac]— [be]) et (abled) = %([ad] + [be] — [ac] — [bd])

e Il suffit de développer successivement [ab+bc] et [ab+bc+ecd] . o
Comme K n’est en général pas un corps ordonné, la norme ne vérifie en général

pas d’inégalités (triangulaire ou autre). Mais il existe une relation importante liant les

éloignements de quatre points dont trois sont alignés:
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THEOREME 2.1.2 (RELATION DE STEWART)
Supposons que les trois points a, b, c sont alignés et qu’il existe par conséquent
un vecteur non nul v tel que bc = v, ca= puv et ab=wvv . Alors, pour tout

point p,
A+pu+v=0 et  Aap]+ u[bp] +v[ep] + Auv[v] =0

e La premitre relation découle de la relation de Chasles. Pour la deuxiéme, la
proposition (2.1.1) donne

2(ablap) = [ap] + v*[v] — [bp]

2(aclap) = [ap] + p*[v] — [cp]

La relation cherchée s’obtient en ajoutant la premiere relation multipliée par —u a

la deuxiéme multipliée par —v . °
Isométries
Nous interprétons 1’éloignement comme une application [.] de E? dans K et nous

introduisons les bijections 9 de E qui conservent I’éloignement, c’est-a-dire telles
que le diagramme ci-aprés est commutatif.

]
(a,b) E? - K

(IMa,9Mb)  E?

Par la suite, quand nous parlerons de E , nous sous-ententendrons systématiquement

quil s’agit de E avec la structure induite par Uapplication  [..] : E2 — K

DEFINITION 2.1.3 (GROUPE DES ISOMETRIES)

Le groupe des isométries de E est constitué de l’ensemble des permutations M de
E telles que [9Ma9Mb] = [ab] quel que soit (a,b) € E* . Nous le désignons par
Jmt .















































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































